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Prefacio

Este livro apresenta uma introdugdo ao estudo de algoritmos computacionais.
As principais técnicas de projeto de algoritmos sdo ensinadas através da
explicacdo detalhada de algoritmos e estruturas de dados para o uso eficiente
do computador. Estas explicagcdes sdo mantidas o mais simples possivel, mas
sem perder a profundidade e o rigor matematico.

O conteldo é dirigido principalmente para ser utilizado como livro-texto
em cursos sobre algoritmos e estruturas de dados. Pelo fato de apresentar
muitas implementacdes de algoritmos praticos o texto é igualmente util para
profissionais engajados no desenvolvimento de sistemas de computagdo e de
programas de aplicagdo. Os algoritmos sdo apresentados através de refina-
mentos sucessivos até o nivel de uma implementacdo na linguagem Pascal, o
que permite que qualquer pessoa com um minimo de experiéncia em pro-
gramacdo possa ler o codigo.

Contelido

O livro apresenta as principais técnicas utilizadas para a implementacdo de
estruturas de dados basicas e de algoritmos para ordenagdo e pesquisa em
memdaria primaria e memoria secundaria. Os tdpicos estdo agrupados em
cinco capitulos, cada um com o seguinte conteddo: (i) conceito de algoritmo,
estrutura de dados e tipo abstrato de dados, técnicas de analise de desempe-
nho de algoritmos, linguagem Pascal; (ii) estruturas de dados basicas: listas
lineares, pilhas e filas; (iii) métodos de ordena¢do em memoria primaria: por
insercdo, por selecdo, shellsort, quicksort e heapsort, e em memdria se-
cundaria: intercalacdo balanceada; (iv) métodos de pesquisa em memoria
priméria: pesquisa seqiencial, pesquisa binaria, arvores de pesquisa e has-
hing; (v) métodos de pesquisa em memoria secundéria: sequencial indexado
e arvores B.

O estudo do comportamento dos algoritmos tem um papel decisivo no
projeto de algoritmos eficientes. Por isso, sdo apresentadas informagdes so-
bre as caracteristicas de desempenho de cada algoritmo apresentado. Entre-
tanto, a parte matematica utilizada para apresentar os resultados analiticos



é autocontida e exige muito pouco conhecimento matematico prévio para ser
entendida.

A linguagem de programacdo utilizada para apresentacdo do refinamento
final dos algoritmos apresentados é a linguagem Pascal. A vantagem de se
usar a linguagem Pascal é que os programas se tornam faceis de ser lidos e de
ser traduzidos para outras linguagens. Além disso, todos os algoritmos im-
plementados na linguagem Pascal sdo também implementados na linguagem
C. Todo programa Pascal de um capitulo tem um programa C correspon-
dente no apéndice.

Ao Leitor

O material apresentado é adequado para ser utilizado como livro texto em
cursos de graduacdo em Ciéncia da Computacdo e em cursos de extensao para
formacdo de Programadores na area de Algoritmos e Estruturas de Dados. E
recomendavel que o estudante ja tenha tido um curso de programacdo (ou
experiéncia equivalente) em uma linguagem de alto nivel, tal como Pascal ou
C, assim como conhecimentos de utilizacdo de sistemas de computacao.

Versdes anteriores deste livro foram utilizadas na Universidade Federal
de Minas Gerais. A disciplina Algoritmos e Estruturas de Dados Il do Curso
de Bacharelado em Ciéncia da Computacdo, com carga horaria de 60 horas e
um semestre de duragdo, possui a seguinte ementa: tipos abstratos de dados;
introducdo a analise de algoritmos; listas lineares, pilhas e filas; ordenagéo:
sele¢do direta, insercdo direta, shellsort, quicksort, heapsort, mergesort e ra-
dixsort; pesquisa em tabelas: sequencial, binaria e transformacao de chave (
hashing); arvores de pesquisa: sem balanceamento, com balanceadamento,
tries e patricia. Os topicos ordenacdo externa, pesquisa em memoria se-
cundaria e um estudo mais elaborado de andlise de algoritmos fazem parte
da disciplina Algoritmos e Estruturas de Dados 111, do mesmo Curso.

Ao final de cada capitulo séo incluidos exercicios. Alguns exercicios sdo
do tipo questbes curtas, para testar os conhecimentos basicos sobre o ma-
terial apresentado. Outros exercicios sdo do tipo questdes mais elaboradas,
podendo exigir do leitor um trabalho de varios dias, devendo ser realizado em
casa ou em laboratério. Assim, os exercicios propostos devem ser utilizados
em testes e trabalhos praticos para avaliacdo da aprendizagem.

Este texto pode também ser utilizado como manual para programadores
que ja tenham familiaridade com o assunto, pois sdo apresentadas imple-
mentacOes de algoritmos de utilidade geral. Os algoritmos propostos séo
completamente implementados nas linguagens Pascal e C e as operagdes en-
volvidas sdo descritas através da apresentacdo de exemplos de execucao.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Algoritmos, Estruturas de Dados e Programas

Os algoritmos fazem parte do dia-a-dia das pessoas. As instrucdes para 0 uso
de medicamentos, as indicacBes de como montar um aparelho qualquer, uma
receita de culinaria sdo alguns exemplos de algoritmos. Um algoritmo pode
ser visto como uma seqliéncia de acdes executaveis para a obtencdo de uma
solucdo para um determinado tipo de problema. Segundo Dijkstra (1971) um
algoritmo corresponde a uma descricdo de um padrdo de comportamento,
expresso em termos de um conjunto finito de acBes. Ao executarmos a
operacao a + b percebemos um mesmo padrdo de comportamento, mesmo
que a operagdo seja realizada para valores diferentes de a e b.

Estruturas de dados e algoritmos estdo intimamente ligados. Ndo se
pode estudar estruturas de dados sem considerar os algoritmos associados a
elas, assim como a escolha dos algoritmos em geral depende da repre-
sentacdo e da estrutura dos dados. Para resolver um problema é necesséario
escolher uma abstracdo da realidade, em geral através da definicdo de um
conjunto de dados que representa a situacdo real. A seguir deve ser escolhida
a forma de representar estes dados.

A escolha da representacdo dos dados é determinada, entre outras, pelas
operacdes a serem realizadas sobre 0s dados. Considere a operagdo de adicéo.
Para pequenos ndmeros uma boa representacdo € através de barras
verticais, caso em que a operacdo de adicdo é bastante simples. Ja a
representacao atraves de digitos decimais requer regras relativamente com-
plicadas, as quais devem ser memorizadas. Entretanto, a situacao se inverte
guando consideramos a adicdo de grandes numeros, sendo mais facil a repre-
sentacdo por digitos decimais por causa do principio baseado no peso relativo
da posicdo de cada digito.
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Programar é basicamente estruturar dados e construir algoritmos. De
acordo com Wirth (1976, p.XIl), programas sdo formulagdes concretas de
algoritmos abstratos, baseados em representacdes e estruturas especificas de
dados. Em outras palavras, programas representam uma classe especial de
algoritmos capazes de serem seguidos por computadores.

Entretanto, um computador s6 é capaz de seguir programas em lingua-
gem de maquina, que correspondem a uma sequéncia de instru¢bes obscuras
e desconfortaveis. Para contornar tal problema é necessario construir lingua-
gens mais adequadas para facilitar a tarefa de programar um computador.
Segundo Dijkstra (1976), uma linguagem de programacgdo é uma técnica de
notacdo para programar, com a intencdo de servir de veiculo tanto para a
expressdo do raciocinio algoritmico quanto para a execucdo automatica de
um algoritmo por um computador.

1.2 Tipos de Dados e Tipos Abstratos de Dados

Em linguagens de programagéo é importante classificar constantes, variaveis,
expressdes e fungdes de acordo com certas caracteristicas, as quais indicam o
seu tipo de dados. Este tipo deve caracterizar o conjunto de valores a que
uma constante pertence, ou que podem ser assumidos por uma variavel ou
expressdo, ou que podem ser gerados por uma fungdo (Wirth, 1976, pp.4-40).

Tipos simples de dados sao grupos de valores indivisiveis, como o0s tipos
basicos integer, boolean, char, e real do Pascal. Por exemplo, uma variavel
do tipo boolean pode assumir ou o valor verdadeiro ou o valor falso, e nenhum
outro valor. Os tipos estruturados em geral definem uma cole¢do de valores
simples, ou um agregado de valores de tipos diferentes. A linguagem Pascal
oferece uma grande variedade de tipos de dados, como sera mostrado na
Secédo 1.5.

Um tipo abstrato de dados pode ser visto como um modelo ma-
tematico, acompanhado das operacdes definidas sobre 0 modelo. 0 conjunto
dos inteiros acompanhado das operacdes de adicdo, subtracdo e multiplicacéo
forma um exemplo de um tipo abstrato de dados. Aho, Hoperoft e Ullman (
1983), utilizam extensivamente tipos abstratos de dados como base para o
projeto de algoritmos. Nestes casos a implementagdo do algoritmo em uma
linguagem de programacdo especifica exige que se encontre alguma forma
de representar o tipo abstrato de dados, em termos dos tipos de dados e dos
operadores suportados pela linguagem considerada. A representacdo do
modelo matemaético por tras do tipo abstrato de dados é realizada através de
uma estrutura de dados.

Tipos abstratos de dados podem ser considerados generalizagfes de tipos
primitivos de dados, da mesma forma que procedimentos sdo generalizagbes
de operacgdes. primitivas tais como adi¢do, subtracdo e multiplicacdo. Da
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mesma forma que um procedimento € usado para encapsular partes de um
algoritmo, o tipo abstrato de dados pode ser usado para encapsular tipos de
dados. Neste caso a definicdo do tipo e todas as operacOes definidas sabre
ele podem ser localizadas em uma Unica se¢do do programa.

Como exemplo, considere uma aplicacdo que utilize uma lista de intei-
ros. Poderiamos definir um tipo abstrato de dados Lista, com as seguintes
operacdes sobre a lista:

1. faca a lista vazia,

2. obtenha o primeiro elemento da lista. Se a lista estiver vazia entéo
retorne nulo,

3. insira um elemento na lista.

Existem varias opcdes de estruturas de dados que permitem uma im-
plementacdo eficiente para listas. Uma possivel implementacao para o tipo
abstrato de dados Lista é através do tipo estruturado arranjo. A seguir cada
operacao do tipo abstrato de dados é implementada como um procedimento
na linguagem de programacao escolhida. Se existe necessidade de alterar a
implementacdo do tipo abstrato de dados, a alteragcdo fica restrita a parte
encapsulada, sem causar impactos em outras partes do codigo..

Cabe ressaltar que cada conjunto diferente de operacdes define um tipo
abstrato de dados diferente, mesmo que todos os conjuntos de operagdes
atuem sobre um mesmo modelo matematico. Uma razéo forte para isto é que
a escolha adequada de uma implementacdo depende fortemente das
operacdes a serem realizadas sobre o modelo.

1.3 Medida do Tempo de Execucédo de um Pro-
grama

0 projeto de algoritmos é fortemente influenciado pelo estudo de seus com-
portamentos. Depois que um problema é analisado e decisdes de projeto sdo
finalizadas, o algoritmo tem que ser implementado em um computador.
Neste momento o projetista tem que estudar as varias opc¢des de algoritmos
a serem utilizados, onde o0s aspectos de tempo de execucdo e espaco
ocupado sdo consideragfes importantes. Muitos destes algoritmos sdo en-
contrados em areas tais como pesquisa operacional, otimizacao, teoria dos
grafos, estatistica, probabilidades, entre outras.

Na area de andlise de algoritmos, existem dois tipos de problemas bem
distintos, conforme apontou Knuth (1971):

(i) Analise de um algoritmo particular. Qual é o custo de usar um dado
algoritmo para resolver um problema especifico? Neste caso, caracteristicas
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importantes do algoritmo em questdo devem ser investigadas, geralmente
uma andlise do nimero de vezes que cada parte do algoritmo deve ser exe-
cutada, seguida do estudo da quantidade de memoria necessaria.

(ii) Analise de uma classe de algoritmos. Qual é o algoritmo de menor
custo possivel para resolver um problema particular? Neste caso, toda uma
familia de algoritmos para resolver um problema especifico é investigada com
0 objetivo de identificar um que seja o melhor possivel. Isto significa colocar
limites para a complexidade computacional dos algoritmos pertencentes a
classe. Por exemplo, é possivel estimar o nUmero minimo de comparag6es
necessérias para ordenar n nimeros atraves de comparagdes sucessivas, con-
forme veremos mais adiante no Capitulo 3.

Quando conseguimos determinar o menor custo possivel para resolver
problemas de uma determinada classe, como no caso de ordenagao, temos a
medida da dificuldade inerente para resolver tais problemas. Ainda mais,
qguando o custo de um algoritmo é igual ao menor custo possivel, entdo pode-
mos concluir que o algoritmo é 6timo para a medida de custo considerada.

Em muitas situagdes podem existir varios algoritmos para resolver o
mesmo problema, sendo pois necessario escolher aquele que é o melhor. Se
uma mesma medida de custo é aplicada a diferentes algoritmos entdo é
possivel compara-los e escolher 0 mais adequado para resolver o problema em
questéo.

O custo de utilizacdo de um algoritmo pode ser medido de varias manei-
ras. Uma delas é através da execugdo do programa em um computador real,
sendo o tempo de execugdo medido diretamente. As medidas de tempo obti-
das desta forma sdo bastante inadequadas e os resultados jamais devem ser
generalizados. As principais objec¢des sdo: (i) os resultados sdo dependentes
do compilador que pode favorecer algumas construgdes em detrimento de
outras; (ii) os resultados dependem do hardware; (iii) quando grandes gquan-
tidades de memoria sdo utilizadas, as medidas de tempo podem depender
deste aspecto. Apesar disso, Gonnet e Baeza-Yates (1991, p.7) apresentam
argumentos a favor de se obter medidas reais de tempo para algumas si-
tuagdes particulares como, por exemplo, quando existem varios algoritmos
distintos para resolver um mesmo tipo de problema, todos com um custo de
execugdo dentro de uma mesma ordem de grandeza. Assim 0s custos reais
das operagdes sao todos considerados, assim como 0s custos ndo aparentes
tais como alocacao de memdria, indexagéo, carga, etc.

Uma forma mais adequada de se medir o custo de utilizacdo de um algo-
ritmo é através do uso de um modelo matematico, baseado em um computa-
dor idealizado como, por exemplo, o computador MIX proposto por Knuth (
1968). 0 conjunto de operacdes a serem executadas deve ser especificado,
assim como o custo associado com a execucdo de cada operagdo. Mais usual
ainda é ignorar o custo de algumas das operagbes envolvidas e considerar
apenas as operagdes mais significativas. Por exemplo, para algoritmos de
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function Max (var A: Vetor): integer;
var i, Temp: integer;
begin
Temp := A[1];
fori:=2tondo
if Temp < Ali] then Temp := Afi];
Max := Temp;
end.

Programa 1.1: Fungio para obter o maximo de um conjunto

ordenagio consideramos o nimero de comparagdes entre os elementos do
conjunto a ser ordenado e ignoramos as operagdes aritméticas, de atribuicao
e manipulagoes de indices, caso existam.

.- Para medir o custo de execucdo de um algoritmo é comum definir uma
funcdo de custo ou fun¢do de complexidade f, onde f(n) é a medida de
tempo necessario para executar um algoritmo para um problema de tamanho
n. Seguindo Stanat e McAllister (1977), se f(n) é uma medida da quanti-
dade de tempo necessirio para executar um algoritmo em um problema de
tamanho n, entdo f é chamada funcio de complexidade de tempo do al-
goritmo. Se f(n) é uma medida da quantidade de meméria necesséria para
executar um algoritmo de tamanho n, entdo f é chamada funcdo de com-
plexidade de espacgo do algoritmo. A nao ser que haja uma referéncia
explicita, f denotard uma func¢ido de complexidade de tempo daqui para
frente. E importante ressaltar que a complexidade de tempo na realidade
nao representa tempo diretamente, mas o nimero de vezes que determinada
operagdo considerada relevante é executada. ‘

Para ilustrar alguns dos conceitos acima, considere o algoritmo para en-
contrar o maior elemento de um vetor de inteiros A[l..n],n > 1, implemen-
tado em Pascal, conforme mostrado no Programa 1.1. Seja f uma funcio de
complexidade tal que f(n) é o nimero de comparagGes entre os elementos
de A, se A contiver n elementos. Logo

f(n)=n-1, paran > 0.

Vamos provar que o algoritmo acima é étimo.

Teorema: Qualquer algoritmo para encontrar o maior elemento de um con-
junto com n elementos, n > 1, faz pelo menos n — 1 comparagoes.

Prova: Cada um dos n—1 elementos tem que ser mostrado, através de com-
paragoes, que é menor do que algum outro elemento. Logo n—1 comparagdes
sd0 necessarias. O _ :

O teorema-acima nos diz que se 0 nimero de comparagoes for utilizado
como medida de custo entdo a fungdo Max é 6tima.
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A medida do custo de execugdo de um algoritmo depende principalmente
do tamanho da entrada dos dados. Por isso é comum considerar-se o tempo
de execugdo de um programa como uma funcdo do tamanho da entrada.
Entretanto, para alguns algoritmos, o custo de execucdo é uma funcdo da
entrada particular dos dados, ndo apenas do tamanho da entrada. No caso da
funcdo Max do Programa 1.1 o algoritmo possui a propriedade de que o
custo é uniforme sobre todos os problemas de tamanho n. J& para um
algoritmo de ordenacdo isto ndo ocorre: se os dados de entrada ja estiverem
quase ordenados entdo o algoritmo pode ter que trabalhar menos.

Temos entdo que distinguir trés cenarios: melhor caso, pior caso e caso
médio. 0 melhor caso corresponde ao menor tempo de execucdo sobre todas
as possiveis entradas de tamanho n. 0 pior caso corresponde ao maior
tempo de execugdo sobre todas as entradas de tamanho n. Se f é uma funcéo
de complexidade baseada na analise de pior caso entdo o custo de aplicar o
algoritmo nunca. é maior do que f(n).

0 caso médio (ou caso esperado) corresponde a média dos tempos de
execucgdo de todas as entradas de tamanho n. Na andlise do caso esperado,
uma distribuicdo de probabilidades sobre o conjunto de entradas de
tamanho n é suposta, e o custo médio é obtido com base nesta distribuicéo.
Por esta razdo, a analise do caso médio é geralmente muito mais dificil
de obter do que as analises do melhor e do pior caso. E comum supor uma
distribuicdo de probabilidades em que todas as entradas possiveis sdo
igualmente provaveis. Entretanto, na préatica isto nem sempre é verdade. Por
isso a analise do caso esperado dos algoritmos a serem estudados s6 sera
apresentada quando esta fizer sentido.

Para ilustrar estes conceitos considere o problema de acessar 0s registros
de um arquivo. Cada registro contém uma chave Unica que é utilizada para
recuperar registros do arquivo. Dada uma chave qualquer o problema
consiste em localizar o registro que contenha esta chave. 0 algoritmo de
pesquisa mais simples que existe € o que faz uma pesquisa sequencial.

Este algoritmo examina os registros na ordem em que eles aparecem no
arquivo, até que o registro procurado seja encontrado ou fique determinado
gque 0 mesmo ndo Se encontra no arquivo.

Seja f uma funcdo de complexidade tal que f(n) é o numero de registros
consultados no arquivo, isto é, o niUmero de vezes que a chave de consulta é
comparada com a chave de cada registro. Os casos a considerar sdo:

melhor caso : f(n) = 1
pior caso f(n) =n
caso médio :f(n) = (n + 1)/2

0 melhor caso ocorre quando o registro procurado é o primeiro consul-
tado. O pior caso ocorre quando o registro procurado é o ultimo consultado,
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procedure MaxMinl. (var A: Vetor; var Max, Min: integer);
var i: integer;

begin ,
Max := A[l];
Min := A[1];
fori:=2tondo
begin

if Afi} > Max then Max := Ali];
if Ali] < Min then Min := A[i};
end;

end;

Programa 1.2: Implementagio direta para obter o mdximo e o minimo

ou entdo ndo estd presente no arquivo; para tal é necessdrio realizar n com-
paragdes. :

Para o estudo do caso médio vamos considerar que toda pesquisa re-
cupera um registro, ndo existindo pois pesquisa sem sucesso. Se p; for a
probabilidade de que o i-ésimo registro seja procurado, e considerando que
para recuperar o i-ésimo registro sao necessirias ¢ comparagoes, entio

f(m)=1-p1+2:p2+3-pa+-+n-py

Para calcular’ f(n) basta conhecer a distribui¢do de probabilidades p;. Se
cada registro tiver a mesma probabilidade de ser acessado que todos os
outros, entdo p; = 1/n,1 < i < n. Neste caso

fy=1(1+248+. - +n) =125y =24

A andlise do caso esperado para a situagdo acima descrita revela que uma
pesquisa com sucesso examina aproximadamente metade dos registros.

Finalmente, considere o problema de encontrar o maior elemento e o
menor elemento de um vetor de inteiros A[l..n],n > 1. Um algoritmo simples
para resolver este problema pode ser derivado do algoritmo apresentado no
Programa 1.1, conforme mostrado no Programa 1.2. Seja f uma funcdo de
complexidade tal que f(n) é o nimero de comparagbes entre os elementos
de A, se A contiver n elementos. Logo

f(n) =2(n—-1), paran>0,

para o melhor caso, pior caso e caso médio.

O Programa 1.2 pode ser facilmente melhorado. Basta observar que a
comparagdo Afi] < Min somente é necessiria quando o resultado da com-
paragido A[i] > Maz é falso. Uma nova versio do algoritmo pode ser vista
no Programa 1.3. Para esta implementagio os casos a considerar sio:
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procedure MaxMin2 (var A: Vetor; var Max, Min: integer);
var i: integer;

begin
Max := A[1};
Min := A[l];

fori:=2tondo

if Afi] > Max

then Max := A[i]
else if A[i] < Min then Min := Ali];
end;

Programa 1.3: Implementagdo melhorada para obter o miximo e o minimo

melhor caso: f(n)=n-1
pior caso : f(n)=2(n-1)
caso médio : f(n) =3n/2 - 3/2

O melhor caso ocorre quando os elementos de A estio em ordem crescente.
O pior caso ocorre quando os elementos de A estdo em ordem decrescente.
No caso médio, A[i] é maior do que Maz a metade das vezes. Logo

f(Ry=n—-1+22=3_3  paran>0.

Considerando o nimero de comparagées realizadas, existe a possibilidade
de obter um algoritmo mais eficiente para este problema? A resposta é sim.
Considere o seguinte algoritmo:

1) Compare os elementos de A aos pares, separando-os em dois subcon-
juntos de acordo com o resultado da comparagao, colocando os maiores
em um subconjunto e os menores no outro, conforme mostrado na Fi-
gura 1.1, a um custo de [n/2]! comparagdes.

2) O méximo é obtido do subconjunto que contém os maiores elementos,
a um custo de [n/2] — 1 comparagdes.

3) O minimo é obtido do subconjunto que contém os menores elementos,
a um custo de [n/2] — 1 comparagdes.

A implementacio do algoritmo acima descrito é apresentada no Pro-
grama 1.4.

1A fungdo [ ] é chamada de fungio teto: se z é um nimero real qualquer, entio [z]
corresponde ao menor inteire maior ou igual a z. Da mesma forma, a funcio | | é chamada
de fungio piso: [z] corresponde ao maior inteiro menor ou igual a z. Se e = 2.71828...
entio [e] =3, [¢] =2, [~e] = =2, |~e] = -3.
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C o] (o) 0 o) )-—Contémom_éximo

Q o o 0 ) -—-Contémoﬁu’nimo

Figura 1.1: Particio de A em dois subconjuntos

procedure MaxMin3 (var A: Vetor; var Max, Min: integer);
var i, FimDoAnel: integer;
begin
if(nmod 2)>0
then begin
A[n+1] := A[n);
FimDoAnel := n;
end
else FimDoAnel := n-1;
if A[1] > A[2]
then begin Max := A[l]; Min := A[2]; end
else begin Max := AH; Min := AH; end;
i=3;
while i < FimDoAnel do
begin
if Afi] > Ai+1]
then begin
if Ali] > Max then Max := A[i];
if A[i+1] < Min then Min := A[i+1];
end
else begin
if A[i] < Min then Min := A[i];
if Ali+1] > Max then Max := A[i+1);
end;
=142
end;
end;

Programa 1.4: Outra implementagio para obter o miximo e o mfnimo

Os elementos de A sio comparados dois a dois e os elementos maiores
sao comparados com Maz e os elementos menores sao comparados com Min.
Quando n é impar o elemento que estd na posi¢io A[n] é duplicado na posigio
A[n + 1] para evitar um tratamento de excegio. Para esta implementagio,

fn)=3+232 42222309 paran >0,

para o melhor caso, pior caso e caso médio.
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A Tabela 1.1 apresenta uma comparacdo entre os algoritmos dos Pro-
gramas 1.2, 1.3 e 1.4,. considerando 0 nimero de comparac¢es como medida de
complexidade. Os algoritmos MaxMin2 e MaxMin3 sdo superiores ao
algoritmo MaxMinl de forma geral. O algoritmo MaxMin3 é superior ao
algoritmo MaxMin2 com relacdo ao pior caso e bastante préximo quanto ao
caso médio.

Os Trés f(n)

Algoritmos Melhor caso Pior caso Caso médio
MaxMin1 2(n-1) 2(n-1) 2(n-1)
MaxMin2 n-1 2(n-1) 3n/2-3/2
MaxMin3 3n/2-2 3n/2-2 3n/2-2

Tabela 1.1: Comparagdo dos algoritmos para obter o maximo e o minimo

Considerando novamente o numero de comparacdes realizadas, existe
possibilidade de obter um algoritmo mais eficiente para este problema? Para
responder a esta questdo é necessario conhecer o limite inferior para a classe
de algoritmos para obter o maior e 0 menor elemento de um conjunto.

Uma técnica muito utilizada para obter o limite inferior para uma classe
qualquer de algoritmos é através da utilizacdo de um oraculo.? Dado um mo-
delo de computacdo que expresse 0 comportamento do algoritmo o oraculo
informa o resultado de cada passo possivel, que no nosso caso seria o resultado
de cada comparagdo. Para derivar o limite inferior o oraculo procura sempre
fazer com que o algoritmo trabalhe 0 méaximo, escolhendo como resultado da
proxima comparacdo aquele que cause o maior trabalho possivel que é
necessario para determinar a resposta final.

O teorema abaixo, apresentado por Horowitz e Sahni (1978, p.476), uti-
liza um oraculo para derivar o limite inferior no nimero de comparacgdes
necessarias para obter o maximo e o0 minimo de um conjunto com n elementos.

Teorema: Qualquer algoritmo para encontrar 0 maior elemento e o menor
elemento de um conjunto com n elementos ndo ordenados, n > 1, faz pelo
menos [3n/2] — 2 comparagdes.

Prova: A técnica utilizada define um oraculo que descreve o comportamento
do algoritmo através de um conjunto de n-tuplas, mais um conjunto de regras
associadas que mostram as tuplas possiveis (estados) que um algoritmo pode
assumir a partir de uma dada tupla e uma Unica comparacao.

2De acordo com o Novo Dicionério Aurélio da Lingua Portuguesa, um oraculo é: 1. Resposta de um deus a quem o
consultava. 2. Divindade que responde consultas e orienta o crente: o oraculo de Delfos. 3. Fig. Palavra, sentenga ou decisdo inspirada,
infalivel ou que tem grande autoridade: os oraculos dos profetas, os oraculos da ciéncia.
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O comportamento do algoritmo pode ser descrito por uma 4-tupla, repre-
sentada por (a, b, c, d), onde a representa 0 nimero de elementos que nunca
foram comparados; b representa o numero de elementos que foram vencedores
e nunca perderam em comparacdes realizadas; ¢ representa 0 nimero de ele-
mentos que foram perdedores e nunca venceram em comparacoes realizadas; d
representa 0 nimero de elementos que foram vencedores e perdedores em
comparacgOes realizadas. O algoritmo inicia no estado (n, 0, 0, 0) e termina
com (0, 1,1, n — 2). Desta forma, ap6s cada comparacao a tupla (a, b, c, d)
consegue progredir apenas se ela assume um dentre 0s cinco estados possiveis,
a saber:

(a=2,b+1,c+1,d) sea>2 { dois elementos de a sdo comparados }
(a—1,b4+1,c,d) ou '

(a—-1,b,c+1,d) sea>1 { um elemento de a comparado com
umdebouumdec} -

(a,b—1,¢,d+1) seb>2 { dois elementos de b sdo comparados }

(a,b,c—1,d+1) se c> 2 { dois elementos de ¢ sdo comparados }

O primeiro passo requer necessariamente a manipulacio do componente
a. Observe que o caminho mais ripido para levar o componente a até zero
requer [n/2] mudangas de estado e termina com a tupla (0,n/2,n/2,0),
através da comparagdo dos elementos de a dois a dois. A seguir, para redu-
zir o componente b até um sio necessirias [n/2] — 1 mudangas de estado,
correspondente ao nimero minimo de comparagdes que é necessirio para ob-
ter o maior elemento de b. Idem para ¢, com [n/2] — 1 mudangas de estado.
Logo, para obter o estado (0,1,1,n — 2) a partir do estado (n,0,0,0) sdo
necessérias

(/2] + /2] —14[n/2]-1= rsnm 2

- comparagoes. O
O teorema acima nos diz que se o ntimero de comparagdes entre os ele-
mentos de um vetor for utilizado como medida de custo entao o algoritmo
MaxMin3 do Programa 1.4 é 6t1mo

1.3.1 Comportamento Assintotico de Funcgdes

Como ja foi observado anteriormente, o custo para obter uma solugdo para
um dado problema aumenta cem o tamanho n do problema. O nimero de
comparacdes para encontrar o maior elemento de um conjunto de n inteiros,
ou para ordenar os elementos de um conjunto com n elementos, aumenta
com n: 0 parametro n fornece uma medida da dificuldade para se resolver
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o problema, no sentido de que o tempo necessario para resolver o problema
cresce quando n cresce.

Para valores suficientemente pequenos de n, qualquer algoritmo custa
pouco para ser executado, mesmo o0s algoritmos ineficientes. Em outras pa-
lavras, a escolha do algoritmo ndo é um problema critico para problemas de
tamanho pequeno. Logo, a andlise de algoritmos é realizada para valores
grandes de n. Para tal considera-se o comportamento de suas func¢bes de
custo para valores grandes de n, isto €, estuda-se o comportamento as-
sintético das fungBes de custo. O comportamento assintotico def(n)
representa o limite do comportamento do custo quando n cresce.

A anélise de um algoritmo geralmente conta apenas algumas operacdes
elementares e, em muitos casos, apenas uma operacdo elementar. A medida
de custo ou medida de complexidade relata o crescimento assint6tico da
operacdo considerada. A definicdo seguinte relaciona o comportamento
assintdtico de duas funcdes distintas.

Defini¢do: Uma fungdo f(n) domina assintoticamente outra fungéo g(n)
se existem duas constantes positivas ¢ e m tais que, para n > m, temos

lg(n)] < c-|f(n)l. '
O significado da definicdo acima pode ser expresso em termos graficos,
conforme ilustra a Figura 1.2.

9

cf(n)
g(n)

m
Figura 1.2: Dominagio assintética de f(n) sobre g(n)

Exemplo: Seja g(n) =n e f(n) = —n?. Temos que |n| < | — n?| para todo
n pertencente ao conjunto dos nimeros naturais. Fazendoc=1em =0
a definicdo acima é satisfeita. Logo, f(n) domina assintoticamente g(n).
Observe que g(n) ndo domina assintoticamente f(n) porque | — n?| > c|n|
para todo » > c e n > 1, qualquer que seja o valor de c.

Exemplo: Sejam g(n) = (n + 1)2 e f(n) = n?. As funcdes g(n) e f(n)
dominam assintoticamente uma a outra, desde que |[(n + 1)?| < 4|n?| para
n >1 e |n?| < |(n + 1)?| para n > 0.
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Knuth (1968, p.104) sugeriu uma notagdo para dominagdo assintética.
Para expressar que f(n) domina assintoticamente g(n) escrevemos g(n) =
O(f(n)), onde se 1& g(n) é da ordem no miximo f(n). Por exemplo, quando
dizemos que o tempo de execugdo T(n) de um programa é O(n?), isto sig-
nifica que existem constantes c e m tais que, para valores de n maiores ou
iguais a m, T(n) < cn?.

As fungdes de complexidade de tempo sdo definidas sobre os inteiros ndo
negativos, ainda que possam também ser ndo inteiros. A definicdo abaixo
formaliza a notagdo de Knuth.
Definigdo Notagao O: Uma fungdo g(n) é O(f(n)) se existem duas cons-
tantes positivas ¢ e m tais que g(n) < ¢- f(n), para n > m.
Exemplo: Seja g(n) = (n+1)2. Logo g(n) é O(n?), quandom =1ec=4.
Isto porque (n + 1)? < 4n? paran > 1.
Exemplo: A fungio g(n) = 3n% + 2n? + n é O(n®). Basta mostrar que
3n3 +2n% +n < 6n3, paran > 0. A funcio g(n) = 3n3 + 2n? + n é também
O(n*), entretanto esta afirmagio é mais fraca do que dizer que g(n) é O(n?).
Exemplo: Suponha g(n) = n e f(n) = n%. Sabemos pela definicio acima
que g(n) é O(n?), pois para n > 0, n < n?. Entretanto f(n) nido é O(n).
Suponha que existam constantes ¢ e m tais que para todo n > m, n* < cn.
Logo ¢ > n para qualquer n > m, e ndo existe uma constante ¢ que possa
ser maior ou igual a n para todo n.

Algumas operagdes que podem ser realizadas com a notagido O sio

apresentadas na Figura 1.3. As provas das propriedades podem ser encon-
tradas em Knuth (1968) ou em Aho, Hopcroft e Ullman (1983).

“fn) = O(f(n))

c-O(f(n)) = O(f(n)) c= constante
O(f(n)) + O(f(n)) = O(f(n))
O(0(f(n)) = O(f(n))
O(f(n)) +O(g(n)) = O(maz(f(n),g(n)))
O(f(n))O(g(n)) = O(f(n)g(n)) -

f(n)O(g(n)) = O(f(n)g(n))

Figura 1.3: Operagdes com a notagdo O

Exemplo: A regra da soma O(f(n)) + O(g(n)) pode ser usada para cal-
cular o tempo de execugdo de uma seqiiéncia de trechos de programas.
Suponha trés trechos de programas cujos tempos de execucdo sio O(n),
O(n?) e O(nlogn). O tempo de execucdo dos dois primeiros trechos &
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O(maz(n,n?)), que é O(n?). O tempo de execugdo de todos os trés tre-
chos ¢ entdo O(maz(n?,nlogn)), que é O(n?).

Exemplo: O produto de [logn + k + O(1/n))] por [rn + O(y/n)] é nlogn +
kn + O(y/nlogn).

Dizer que g(n) é O(f(n)) significa que f(n) é um limite superior para a
taxa de crescimento de g(n). A definicdo abaixo especifica um limite inferior
para g(n).

Definicdo Notacgdo Q: Uma fungio g(n) é Q(f(n)) se existir uma constante
c tal que g(n) > ¢ f(n) para um nimero infinito de valores para n.

Exemplo: Para mostrar que g(n) = 3n% + 2n? é Q(n3) basta fazer c =1, e
entdo 3n3 + 2n2 > nd paran > 0.

Exemplo: Seja g(n) = n para n impar (n > 1) e g(n) = n?/10 para n
par (n > 0). Neste caso g(n) é Q(n?), bastando considerar ¢ = 1/10 e
n=20,2,4,6,....

1.3.2 Classes de Comportamento Assintético

Se f é uma funcdo de complexidade para um algoritmo F, entdo 0 (f) €
considerada a complexidade assintdtica ou o comportamento assintético do
algoritmo F. Igualmente, se g é uma fun¢do para um algoritmo G, entdo 0 (
g) € considerada a complexidade assintética do algoritmo G. A relacdo de
dominacdo assintGtica permite comparar funcdes de complexidade. En-
tretanto, se as fungbes f e g dominam assintoticamente uma a outra entao
os algoritmos associados sdo equivalentes. Nestes casos, 0 comportamento
assintdtico ndo serve para comparar os algoritmos. Por exemplo, dois al-
goritmos F e G aplicados a mesma classe de problemas, sendo que F leva
trés vezes o tempo de G ao serem executados, isto é f(n) = 3g(n), sendo
que 0(f (n)) = 0(g(n)). Logo o comportamento assintético ndo serve
para comparar os algoritmos F e G porque eles diferem apenas por uma
constante.

Programas podem ser avaliados através da comparacdo de suas funcgodes
de complexidade, negligenciando as constantes de proporcionalidade. Um
programa com tempo de execuc¢do 0(n) é melhor que um programa com
tempo de execucdo 0 (n?). Entretanto, as constantes de proporcionalidade
em cada caso podem alterar esta consideracdo. Por exemplo, é possivel que
um programa leve 100n unidades de tempo para ser executado enquanto um
outro leve 2n 2 unidades de tempo. Qual dos dois programas é melhor?

A resposta a esta pergunta depende do tamanho do problema a ser exe-
cutado. Para problemas de tamanho n < 50, o programa com tempo de
execucdo 2n? é melhor do que o programa com tempo de execucdo 100n.
Para problemas com entrada de dados pequena é preferivel usar o programa
cujo tempo de execucdo é 0(n?). Entretanto, quando n cresce, o programa
com tempo 0 (n?) leva muito mais tempo que o programa 0(n).
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A maioria dos algoritmos possui um parametro que afeta o tempo de
execucdo de forma mais significativa, usualmente o nimero de itens a ser
processado. Este pardmetro pode ser o nimero de registros de um arquivo a
ser ordenado, ou o numero de n6s de um grafo. As principais classes de
problemas possuem as funcdes de complexidade descritas abaixo.

1. f (n) = 0(1). Algoritmos de complexidade 0(1) sdo ditos de comple-
xidade constante. O uso do algoritmo independe do tamanho de n.
Neste caso as instrugdes do algoritmo sdo executadas um namero fixo
de vezes.

2. f(n) = O(log n). Um algoritmo de complexidade O( logn) € dito ter
complexidade logaritmica. Este tempo de execugdo ocorre tipica-
mente em algoritmos que resolvem um problema transformando-o em
problemas menores. Nestes casos, o tempo de execucdo pode ser con-
siderado como sendo menor do que uma constante grande. Quando n é
mil e a base do logaritmo é 2, log,n = 10, quando n ¢ um milhéo, log,n
~ 20. Para dobrar o valor de log n temos que considerar o quadrado de
n. A base do logaritmo muda pouco estes valores: quando n é um
milh&o, o log,n é 20 e 0 logy,n € 6.

3. f (n) = 0(n). Um algoritmo de complexidade 0(n) é dito ter com-
plexidade linear. Em geral um pequeno trabalho é realizado sobre
cada elemento de entrada. Esta é a melhor situagdo possivel para um
algoritmo que tem que processar n elementos de entrada ou produzir n
elementos de saida. Cada vez que n dobra de tamanho o tempo de
execucdo dobra.

4. f (n) = O(n log n). Este tempo de execugdo ocorre tipicamente
em algoritmos que resolvem um problema quebrando-o em problemas
menores, resolvendo cada um deles independentemente e depois
ajuntando as solu¢Bes. Quando n é um milhdo e a base do logaritmo é
2, nlog,n é cerca de 20 milhdes. Quando n é dois milhdes, nlog,n é
cerca de 42 milhGes, pouco mais do que o dobro.

5. f (n) = 0(n?). Um algoritmo de complexidade 0(n?) é dito ter com-
plexidade quadratica. Algoritmos desta ordem de complexidade
ocorrem quando os itens de dados sdo processados aos pares, muitas
vezes em um anel dentro de outro. Quando n é mil, o nimero de
operacdes € da ordem de 1 milhdo. Sempre que n dobra o tempo de
execucdo € multiplicado por 4. Algoritmos deste tipo sdo Uteis para
resolver problemas de tamanhos relativamente pequenos.

6. f (n) = 0(n®). Um algoritmo de complexidade 0(n®) é dito ter com-
plexidade cubica. Algoritmos desta ordem de complexidade sdo Uteis
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apenas para resolver pequenos problemas. Quando n é cem, o nimero de
operacdes é da ordem de 1 milhdo. Sempre que n dobra o tempo de execugéo
fica multiplicado por 8.

7. f(n) = 0(2"). Um algoritmo de complexidade 0(2") é dito ter complexidade
exponencial. Algoritmos desta ordem de complexidade geralmente ndo sdo
Uteis sob o ponto de vista pratico. Eles ocorrem na solucdo de problemas
qguando se usa forga bruta para resolvé-los. Quando n é vinte, o tempo de
execucgdo é cerca de um milhdo. Quando n dobra, o tempo de execucdo fica
elevado ao quadrado.

Para ilustrar melhor a diferenca entre as classes de comportamento assintético
Garey e Johnson (1979, p.7) apresentam o quadro mostrado na Ta-bela 1.2. Este
quadro mostra a razdo de crescimento de varias funcdes de complexidade para
tamanhos diferentes de n, onde cada fungdo expressa o tempo de execugdo em
microsegundos. Um algoritmo linear executa em um segundo um milhdo de
operacaes.

‘Funcgao Tamanho n
decusto [ T0 T 20 | 30 | 40 | B0 | 60
n 0,00001 | 0,00002 T 0,00003 | 0,00004 | 0,00005 [ 0,00006
seg. seg. seg. seg. seg. seg.
n® 0,0001 | 0,0004 | 0,0009 | 0,0016 | 0,0025 | 0,0036
seg. seg. seg. seg. seg. seg.
n° 0,001 0,008 0,027 | 0,64 0,125 0,216
seg. seg. seg. seg. seg. seg.
n® 0,1 3,2 24,3 1,7 5,2 13
seg.. seg. seg. min. min. min.
2" 0,001 1 17,9 12,7 35,7 366
seg. seg. min. dias anos sec.
3n 0,059 58 6,5 3855 - 108 10*
seg. min. anos séc. séc. séc.

Tabela 1.2: Comparacdo de virias fun¢des de complexidade

Um outro aspecto interessante é o efeito causado pelo aumento da velocidade
dos computadores sobre os algoritmos com as funcbes de complexidade citadas
acima. A Tabela 1.3 mostra como um aumento de 100 ou de 1000 vezes na
velocidade de computacdo de um computador atual influi na solucdo do maior
problema possivel de ser resolvido em uma hora. Note que um aumento de 1000
vezes na velocidade de computacdo resolve um problema dez vezes maior para um
algoritmo de complexidade 0(n3), enquanto um algoritmo de complexidade 0(2")
apenas adiciona dez ao tamanho do maior problema possivel de ser resolvido em
uma hora.
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Funcéo de Computador Computador Computador
custo de atual 100 vezes 1000 vezes
de tempo mais rapido mais rapido
n t, 100t, 1000t,
n? t? 10t, 31, 6t,
nd ts 4,6t, 10t,
2" t, t,+6,6 t,+10

Tabela 1.3: Influéncia do aumento de velocidade dos computadores no tamanho t do problema

Um algoritmo cuja fungdo de complexidade é O(c"), ¢ > 1, é chamado de
algoritmo exponencial no tempo de execug¢do. Um algoritmo cuja funcéo de
complexidade é O(p(n)), onde p(n) é um polindbmio, é chamado de algoritmo
polinomial no tempo de execucdo. A distincdo entre estes dois tipos de
algoritmos torna-se significativa quando o tamanho do problema a ser
resolvido cresce, conforme ilustra a Tabela 1.2. Esta é a razdo por que
algoritmos polinomiais sdo muito mais Uteis na pratica do que algoritmos
exponenciais.

Os algoritmos exponenciais sdo geralmente simples variaces de pesquisa
exaustiva, enquanto algoritmos polinomiais sdo geralmente obtidos através de
um entendimento mais profundo da estrutura do problema. Um problema é
considerado intratavel se ele é tdo dificil que ndo existe um algoritmo poli-
nomial para resolvé-lo, enquanto um problema é considerado bem resolvido
qguando existe um algoritmo polinomial para resolvé-lo.

Entretanto, a distingdo entre algoritmos polinomiais eficientes e algo-
ritmos exponenciais ineficientes possui varias exceg¢bes. Por exemplo, um
algoritmo com funcdo de complexidade n) = 2" é mais rapido que um
algoritmo g(n) = n® para valores de n menores ou iguais a 20. Da mesma
forma, existem algoritmos exponenciais que sdo muito Uteis na préatica. Por
exemplo, o algoritmo Simplex para programacéo linear possui complexidade
de tempo exponencial para o pior caso (Garey e Johnson, 1979), mas executa
muito rapido na pratica.

Infelizmente, exemplos como o do algoritmo Simplex ndo ocorrem com
freqliéncia na préatica, e muitos algoritmos exponenciais conhecidos ndo séo
muito Gteis. Considere, como exemplo, o seguinte problema: um caixeiro
viajante deseja visitar n cidades de tal forma que sua viagem inicie e ter-mine
em uma mesma cidade, e cada cidade deve ser visitada uma Unica vez.
Supondo que sempre exista uma estrada entre duas cidades quaisquer, 0
problema € encontrar a menor rota que 0 caixeiro viajante possa utilizar na
sua viagem.

A Figura 1.4 ilustra o exemplo acima para quatro cidades c,;, C,, C3,Cy,
onde 0s numeros nos arcos indicam a distancia entre duas cidades. O per-
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CUrso < ¢y, C3, C4 Cy, €, > € uma solugédo para o problema, cujo percurso total
tem distancia 24.

Um algoritmo simples para o problema acima seria verificar todas as
rotas e escolher a menor delas. Como existem (n — 1)! rotas possiveis e a
distdncia total percorrida em cada rota envolve n adi¢bes, entdo o nlmero
total de adicdes é n!. Para o exemplo da Figura 1.4 teriamos 24 adicdes.
Suponha agora 50 cidades: o numero de adi¢des seria igual ao fatorial de 50,
que é aproximadamente 10%4. Considerando um computador capaz de
executar 10° adicdes por segundo, o tempo total para resolver o problema
com 50 cidades seria maior do que 10%® séculos somente para executar as
adicoes.

Figura 1.4: Problema do caixeiro viajante

1.4 Técnicas de Analise de Algoritmos

A determinagdo do tempo de execucdo de um programa qualquer pode se
tornar um problema mateméatico complexo quando se deseja determinar o
valor exato da funcdo de complexidade. Entretanto, a determinacéo da or-
dem do tempo de execugdo de um programa, sem haver preocupagdo com o
valor da constante envolvida, pode ser uma tarefa mais simples. E mais facil
determinar que o ndmero esperado de comparagdes para recuperar um
registro de um arquivo utilizando pesquisa seqtencial € 0(n) do que efetiva-
mente determinar que este nimero é (n + 1)/2, quando cada registro tem a
mesma probabilidade de ser procurado.

A andlise de algoritmos ou programas utiliza técnicas de matematica
discreta, envolvendo contagem ou enumeracdo dos elementos de um con-
junto que possuam uma propriedade comum. Estas técnicas envolvem a
manipulacdo de somas, produtos, permutacGes, fatoriais, coeficientes bino-
miais, solucdo de equagdes de recorréncia, entre outras. Algumas destas
técnicas serdo ilustradas informalmente através de exemplos.
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Infelizmente ndo existe um conjunto completo de regras para analisar
programas. Aho, Hoperoft e Ullman (1983) enumeram alguns principios a
serem seguidos. Muitos destes principios utilizam as propriedades sobre a
notacdo O apresentadas na Figura 1.3. S&o eles:

1. 0 tempo de execucdo de um comando de atribuicdo, de leitura ou de
escrita pode ser considerado como 0(1). Existem excecdes para as
linguagens que permitem a chamada de fun¢des em comandos de
atribuicdo, ou quando atribuigbes envolvem vetores de tamanho arbi-
trariamente grandes.

2. 0 tempo de execucdo de uma sequiéncia de comandos é determinado
pelo maior tempo de execuc¢do de qualquer comando da seqiiéncia.

3. 0 tempo de execucdo de um comando de decisdo é composto pelo
tempo de execucdo dos comandos executados dentro do comando con-
dicional, mais o tempo para avaliar a condigdo, que é 0(1).

4. 0 tempo para executar um anel é a soma do tempo de execucdo do
corpo do anel mais o tempo de avaliar a condicdo para terminacéo,
multiplicado pelo nimero de iteracdes do anel. Geralmente o tempo
para avaliar a condicdo para terminacéao é 0(1).

5. Quando o programa possui procedimentos ndo recursivos, o tempo de
execucdo de cada procedimento deve ser computado separadamente um
a um, iniciando com os procedimentos que ndo chamam outros proce-
dimentos. A seguir devem ser avaliados os procedimentos que chamam
os procedimentos que ndo chamam outros procedimentos, utilizando
os tempos dos procedimentos ja avaliados. Este processo é repetido
até chegar no programa principal.

6. Quando o programa possui procedimentos recursivos, para cada
procedimento é associada uma funcéo de complexidade f (n) desconhe-
cida, onde N mede o tamanho dos argumentos para o procedimento,
conforme serd mostrado mais adiante.

Com o prop6sito de ilustrar os varios conceitos apresentados acima, va-
mos apresentar alguns programas e, para cada um deles, mostrar com deta-
Ihes os passos envolvidos em sua analise.

Exemplo: Considere o algoritmo para ordenar os N elementos de um con-
junto A, cujo principio é o seguinte:
1. Selecione 0 menor elemento do conjunto

2. Troque este elemento com o primeiro elemento A[1].
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procedure Ordena (var A : vetor );
{ ordena o vetor A em ordem ascendente }
var i, j, min, x: integer;

begin
(1) fori:=1ton-1do
begin -
(2) min := i;
3) for j:=i+1 ton do
(4) if Afj] < A[min]
(5) then min := j;
{troca A[min] e A[i]}
6 x:= A[min];
§7; Almin]:= Afi];
(8) A[i]:: X3
end;
end;

Programa 1.5: Programa para ordenar

A seguir repita as duas operagdes acima com os n — 1 elementos restan-
tes, depois com os n — 2 elementos, até que reste apenas um elemento. O
Programa 1.5 mostra a implementacdo do algoritmo acima descrito, para
um conjunto de inteiros implementado como um vetor A[l..n].

O nimero n de elementos do conjunto representa o tamanho da entrada
de dados. O programa contém dois anéis, um dentro do outro. O anel mais
externo engloba os comandos de (2) a (8), sendo que o anel mais interno
engloba os comandos (4) e (5). Neste caso devemos iniciar a andlise pelo
anel interno.

O anel mais interno contém um comando de decisdo que, por sua vez,
contém apenas um comando de atribuicdo. O comando de atribuicdo leva
um tempo constante para ser executado, assim como a avalia¢io da condigio
do comaido de decisdao. Ndo sabemos se o corpo do comando de decisio serd
executado ou ndo: nestas situacoes devemos considerar o pior caso, isto é,
assumir que a linha (5) serd sempre executada.

O tempo para incrementar o indice do anel e avaliar sua condigio de
terminagio também é O(1), e o tempo combinado para executar uma vez o
anel composto pelas linhas (3), (4) e (5) é O(maz(1,1,1)) = O(1), conforme
a regra da soma para a nota¢do 0. Como o nimero de iteragdes do anel é
n — 1, entdo-o tempo gasto no anel é O((n — i) x 1) = O(n ~ i), conforme a
regra do produto para a notagio O.

O corpo do anel mais externo contém, além do anel interno, os comandos
de atribuicdo nas linhas (2), (6), (7) e (8). Logo o tempo de execucio
das linhas (2) a (8) é O(maz(1,(n - i),1,1,1)) = O(n — i). A linha (1)
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Pesquisa(n);
f

El; ifn<1
2 then ‘inspecione elemento’ e termine
else
begin
3 para cada um dos n elementos ‘inspecione elemento’;
g ; Pesquisa(n/3);
end;

Programa 1.6: Algoritmo recursivo

‘é executada n — 1 vezes, e o tempo total para executar o programa ests
limitado ao produto de uma constante pelo somatério de (n — i), a saber

n—1
E(n—i) = n(n-1)/2
1
= n?/2-n/2
= 0(n?)

Se considerarmos o nimero de comparagdes como a medida de custo
relevante (no caso representada pelo nimero de vezes que a linha (4) do
Programa 1.5 é executada), entdo o programa faz (n2)/2 — n/2 comparagoes
para ordenar n elementos. Se considerarmos o nimero de trocas (linhas (6),
(7) e (8) do Programa 1.5) como uma medida de custo relevante, entio o
programa realiza exatamente n — 1 trocas.

Se existirem procedimentos recursivos entio o problema deve ser tra-
tado de forma diferente: para cada procedimento recursivo é associada uma
funcdo de complexidade f(n) desconhecida, onde n mede o tamanho dos
argumentos para o procedimento. A seguir obtemos uma equagio de re-
corréncia para f(n), conforme serd mostrado no exemplo a seguir.

Exemplo: Considere o algoritmo mostrado no Programa 1.6. O algoritmo
inspeciona os n elementos de um conjunto e, de alguma forma, isso permite
descartar 2/3 dos elementos e entdo fazer uma chamada recursiva sobre os
n/3 elementos restantes.

Seja T(n) uma funcio de complexidade tal que T'(n) represente o nimero
de inspegdes nos elementos de um conjunto com 7 elementos. O custo de
execugdo das linhas (1) e (2) é O(1). O custo de execugdo da linha (3)
é exatamente n. Quantas vezes a linha (4) é executada, isto é, quantas
chamadas recursivas vdo ocorrer? -

Uma forma de descrever este comportamento é através de uma relagdo
de recorréncia. A principal caracteristica de uma equacio de recorréncia
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é que o termo T'(n) é especificado como uma fungdo dos termos anteriores
T(1),T(2),..,T(n-1).
No caso do algoritmo acima temos

T(n) =n+T(n/3) (1.1)

onde T'(1) = 1, isto é, para n = 1 fazemos uma inspegio.

Existem algumas técnicas para resolver equagdes de recorréncia. Em
alguns casos a solucio de uma equagio de recorréncia pode ser dificil de
obter. Um caminho possivel para resolver a Eq.1.1 é procurar substituir os
termos T'(k), k¥ < n, no lado direito da equagdo até que todos os termos
T(k), k > 1, tenham sido substituidos por férmulas contendo apenas T'(1).
No caso da Eq.1.1 temos

T(n) = n+T(n/3)
T(n/3) n/3+T(n/3/3)
T(n/3/3) = n/3/3+T(n/3/3/3)

T(n/3/3---/3). = ;1/3/3---/3+T(n/3/3/3-~/3)
Adicionando lado a lado, obtemos
T(n)=n+n-(1/3)+n-(1/3%)+n-(1/3%) +.--+T(n/3/3---/3)

A equagdo acima representa a soma de uma série geométrica de razdo 1/3,
multiplicada por n, e adicionada de T(n/3/3---/3), que é menor ou igual a
1. Se desprezarmos o termo T(n/3/3---/3), quando n tende para infinito,
entao

T(n) = n3(1/3)

1=0

) "(11%)

3n
2

Se considerarmos o termo T'(n/3/3/3--+/3) e denominarmos z o nimero de
subdivisGes por 3 do tamanho do problema, entdo n/3% = 1, e n = 3%. Logo
z = logzn. Lembrando que T'(1) = 1 temos
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procedure MaxMin4 (Linf, Lsup: integer; var Max, Min: integer);
var Max1, Max2, Minl, Min2, Meio: integer;
begin
if Lsup - Linf < 1
then if A[Linf] < A[Lsup]
then begin Max := A[Lsup]; Min := A[Linf]; end
else begin Max := A[Linf]; Min := A[Lsup]; end
else begin
Meio := (Linf + Lsup) div 2;
MaxMin4(Linf, Meio, Max1, Minl);
MaxMin4(Meio+1, Lsup, Max2, Min2);
if Max1 > Max2 then Max := Max1 else Max := Max2;
if Minl < Min2 then Min := Minl else Min := Min2;
end;
end;

Programa 1.7: Versio recursiva para obter o maximo e o mfnimo -

’ -1
T(n) = Z:%H’(%
= ni(1/3)i+1

n(l - (3)%)

(1-3

3n 1
= F(-5)+
_ 8 1
T2 2

Logo, o Programa 1.6 é O(n).

Exemplo: Considere o algoritmo para obter o maior e o menor elemento
de um vetor de inteiros A[1..n], n > 1, conforme mostrado no Programa 1.7.
O vetor A é global ao procedimento MaxMin4. Os parametros Linf e Lsup
sdo inteiros, 1 < Linf < Lsup < n. O efeito produzido a cada chamada de
MaxMin4 € o de atribuir s varidveis Max e a Min o maior elemento e o
menor elemento em A[Linf], A[Linf + 1], -- -, A[Lsup), respectivamente.

Seja f uma fun¢do de complexidade tal que f(n) é o nimero de com-
paragdes entre os elementos de A, se A contiver n elementos. Logo
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f(n) =1, para n < 2,
f(n) = F(In/2]) + f(In/2]) +2, paran>2.

Quando n = 2¢, para algum inteiro positivo 4, entdo

f(n) = 2f(n/2)+2
2f(nf2) = 4f(n/4)+2x2

4f(n/4) 8f(n/8)+2x2x2

2i—2f(n/2i—2) = 2i—1f(n/2f—1) + 2i—1
Adicionando lado a lado, obtemos
i-1
f(n) = 27V f(n/2")+ Y 2
© k=1

= 271£(2)+ 2 -2

= 20714909
3nf2-2
Logo,
f(n)=3n/2-2

para o melhor caso, pior caso e caso médio.

De acordo com o Teorema da pdgina 10 o algoritmo acima é 6timo, tendo
o mesmo tipo de comportamento do algoritmo MaxMin3 do Programa 1.4.
Entretanto, na pratica, o algoritmo acima deve ser pior do'que os algoritmos
MaxMin2 e MaxMin3 dos Programas 1.3 e 1.4, respectivamente, podendo
até ser pior do que o algoritmo MaxMinl do Programa 1.2. Isto porque na
implementacdo da versdo recursiva, a cada chamada do procedimento Max-
Min4 o compilador salva em uma estrutura de dados os valores de Linf, Lsup,
Max e Min, além do endere¢o de retorno da chamada para o procedimento.
Além disso, uma comparagio adicional é necessiria a cada chamada recur-
siva para verificar se Lsup — Linf < 1. Outra observagao relevante sobre a
implementacdo acima é que n + 1 deve ser menor do que a metade do maior
inteiro que pode ser representado pelo compilador a ser utilizado, porque o
comando

Meio := (Linf + Lsup) div 2;

pode provocar overflow na operagdo Linf + Lsup.
Nos capitulos seguintes vamos estudar varios procedimentos recursivos.
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1.5 Pascal

Os programas apresentados neste livro usam apenas as caracteristicas basicas
do Pascal, de acordo com a definicdo apresentada por Jensen e Wirth (1974).
Sempre que possivel sdo evitadas as facilidades mais avangadas disponiveis
em algumas implementacgdes do Pascal.

0 objetivo desta secdo ndo é apresentar a linguagem Pascal na sua to-
talidade, mas apenas examinar algumas de suas caracteristicas, facilitando
assim a leitura deste livro para as pessoas pouco familiarizadas com a lingua
-gem. Uma descri¢do clara e- concisa da linguagem é apresentada por
Cooper (1983). Um bom texto introdutério sobre a linguagem é
apresentado por Clancy e Cooper (1982).

As varias partes componentes de um programa Pascal podem ser vistas
na Figura 1.5. Um programa Pascal comega com um cabegalho que d& nome
ao programa. Roétulos, constantes, tipos, variaveis, procedimentos, e funcdes
sdo declaradas sempre na ordem indicada pela Figura 1.5. A parte ativa do
programa € descrita como uma seqiiéncia de comandos, 0s quais incluem
chamadas de procedimentos e fungdes.

program cabecalho do programa

label declaragao de rotulo para goto
const definicdo de constantes

type definicéo de tipos de dados
var declaracdo de variaveis
procedure ou function declaracédo de subprogramas

begin
comandos do programa
end
Figura 1.5: Estrutura de um programa Pascal

A regra geral para a linguagem Pascal é tornar explicito o tipo associado
qguando se declara uma constante, variavel ou funcéo, o que. permite testes
de consisténcia durante o tempo de compilacdo. A definicdo de tipos permite
ao programador alterar o nome de tipos existentes, como também criar um
nimero ilimitado de outros tipos. No caso do Pascal os tipos podem ser
colocados em trés categorias: simples, estruturados, e apontadores.

Tipos simples sdo grupos de valores indivisiveis, estando dentro desta
categoria 0s tipos béasicos integer, boolean, char, e real. Tipos simples adi-
cionais podem ser enumerados através de uma listagem de novos grupos de
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valores, ou através da indicacdo de subintervalos que restringem tipos a uma
subseqiiéncia dos valores de um outro tipo simples previamente definido.
Exemplos de tipos enumerados

type cor
type sexo
type boolean

(vermelho, azul, rosa);
(mas, fern);
(false, true);

Se as variaveis ¢, s, e d sdo declaradas

var c
cor;

var s
Sexo;
var b
boolean;

entdo sdo possiveis as seguintes atribuicdes

c
=rosa;
s
=fern;
b :
=true;

Exemplos de tipos com subintervalos

typeano = 1900..
1999; type letra =
IAI.'IZI;

Dadas as variaveis

vara
ano;varb :
letra;

type cartdo
type matriz
type coluna

array [1..80] of char;
array [1..5, 1..5] of real;
array [1..3] of real;

type linha = array [ano] of char;
type alfa = packed array [1..n] of char;
type vetor = array [l..n] of integer;
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onde a constante n deve ser previamente declarada
const n = 20;
Dada a variavel

var x : coluna;

as atribuicdes x[1]:=0.75, x[2]:=0.85 e x[3]:=1.5 sdo possiveis.

Um tipo estruturado registro é uma unido de valores de tipos quaisquer,
cujos campos podem ser acessados pelos seus nomes.
Exemplos:

type data = record
dia: 1..31;
més : 1..12;
end;
type pessoa = record
sobrenome
alfa;
primeironome
alfa;
aniversario
data;
Sexo : (mas, ferm);
end;
Declarada a variavel

var p: pessoa;

valores particulares podem ser atribuidos como se segue

p.sobrenome = Ziviani";
p.primeironome  := 'Patricia’;
p.aniversario.dia := 21,
p.aniversario.més := 10;
p.sexo = fern;

A Figura 1.6 ilustra este exemplo.

Um tipo estruturado conjunto define a colecdo de todos os subconjuntos
de algum tipo simples, com operadores especiais * (intersecdo), + (unido), —
(diferenca) e in (pertence a) definidos para todos o0s tipos conjuntos.
Exemplos:

type conjint = set of 1..9;
type conjcor = set of cor;
type conjchar = set of char;
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Ziviani

Patricia

211 10
fem

pessoa p

Figura 1.6: Registro do tipo pessoa

onde o tfpo cor deve ser previamente definido como o tipo simples enumerado
type cor = (vermelho, azul, rosa);

Declaradas as varidveis
var ci : conjint;
var cc : array [1..5] of conjcor;

var ch : conjchar;

valores particulares do tipo conjunto podem ser construidos e atribuidos,
como se segue:

ad - =[1,49];

cc[2] := [vermelho..rosal;
ccld] =[] -

cc[5] := [azul, rosal;

A ordem de prioridade para execu¢do dos operadores é : “intersegio”
tem prioridade sobre os operadores de “unido” e “diferenca”, que por sua
vez tém prioridade sobre o operador “pertence a”.

Exemplos:
[1..5,7) * [4,6,8] é[4]
[1..3,5) + [4,6] é[1..6)
[1..3,5] - [2,4] ¢é[1,3,5]
2 in [1..5] é true

Um tipo estruturado arquivo define uma seqiiéncia de valores homogé-
" neos de qualquer tipo, e geralmente é associado com alguma unidade externa.

Exemplo:

type arquivopessoal = file of Pessoa;
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program Copia(Velho, Novo);
{copia o arquivo Velho no arquivo Novo}
type Pessoa = record

Sobrenome : alfa;
PrimeiroNome : alfa;
Aniversirio  : data;
Sexo : (mas, fem);
end; :
var Velho, Novo : file of Pessoa;
Registro : Pessoa;

begin
reset(Velho); rewrite(Novo);
while not eof(Velho) do
begin
read(Velho, Registro);
write(Novo, Registro);
end;
end.

Programa 1.8: Programa para copiar arquivo

O Programa 1.8 copia o conteddo arquivo Velho no arquivo Novo. Ob-
serve que os nomes dos arquivos aparecem como pardmetros do programa. E
importante observar que a atribuicdo de nomes de arquivos externos, ao
programa varia de compilador para compilador. Por exempla, no caso do
Turbo Pascal® a atribuicdo do nome externo de um arquivo a uma variavel
interna ao programa € realizada através do comando assign e ndo como
parametros do programa.

Os tipos apontadores sdo Uteis para criar estruturas de dados encadea-
das, do tipo listas, arvores, e grafos. Um apontador é uma variavel que re-
ferencia uma outra varidvel alocada dinamicamente. Em geral a variavel
referenciada é definida como um registro que inclui também um apontador
para outro elemento do mesmo tipo.

Exemplo:

type Apontador = *Nodo;
type Nodo = record
Chave : integer
Apont : Apontador;
end;

Dada uma variavel
3Turbo Pascal é marca registrada da Borland International
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var Lista: Apontador;

é possivel criar uma lista como ilustrada na Figura 1.7.

Lista— [ 50 [ F+— [ 100 +— --- nil

Figura 1.7: Lista encadeada

Notas Bibliogréaficas

Estudos bésicos sobre os conceitos de algoritmos, estruturas de dados e pro-
gramas podem ser encontrados em Dahl, Dijkstra e Hoare (1972), Dijkstra (
1971), Dijkstra (1976), Hoare (1969), Wirth (1971), Wirth (1974), Wirth (
1976). Mais recentemente Manber (1988) e Manber (1989) tratam da
utilizacdo de inducdo matematica para o projeto de algoritmos.

A andlise assintética de algoritmos é hoje a principal medida de eficiéncia
para algoritmos. Existem muitos livros que apresentam técnicas para analisar
algoritmos, tais como somatdrios, equacdes de recorréncia, arvores de
decisdo, oraculos, dentre outras. Knuth (1968), Knuth (1973), Knuth (1981),
Graham, Knuth e Patashnik (1989), Aho, Hoperoft e Ullman (1974), Stanat
e McAllister (1977), Cormem, Leiserson e Rivest (1990), Manber (1989), Ho-
rowitz e Sahni (1978), Greene e Knuth (1982), séo alguns exemplos. Artigos
gerais sobre o topico incluem Knuth (1971), Knuth (1976), Weide (1977),
Lueker (1980), Flajolet e Vitter (1987). Tarjan (1985) apresenta custo
amortizado: se certa parte de um algoritmo é executada muitas vezes, cada
vez com um tempo de execugdo diferente, ao invés de considerar o pior caso
em cada execucao, os diferentes custos sdo amortizados.

Existe uma enorme quantidade de livros sobre a linguagem Pascal. O
Pascal padréo foi definido originalmente em Jensen e Wirth (1974). O livro
de Cooper (1983) apresenta uma descricdo precisa e a0 mesmo tempo
didatica do Pascal padrao.

Exercicios
1) Dé o conceito de

* algoritmo



EXERCICIOS

e tipo de dados
e tipo abstrato de dados

2) Avaliar as somas:

a) Zi

i=1
n .
b) z at
i=1
n .
c) Z ia'
i=1
k .
d) Z 2k—1,i2
i=1
(n
o 2(7)
i=0
= n
0 (1)
i=1
n
8) D ai—ai
i=m
h) +1/7+1/49+---+ (/7)™
n
i) Z logsi
i=1
) Y27
3) Resolva as seguintes relacées de recorréncia:
2) Tn)=T(n-1)+c ¢ constante, n > 1
T(1)=0

Tn)=Tn-1)+n-1 n>1
T(1) =0

9 |
o) { T(n) —2T(n/2) +n-1 =n>1
{ 70

=T(n—1)+2" n>=1

d) 2]

31
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T(n)=cT(n—-1) ¢,k constantes, n >0
) { T(0)=k
£) { gE;&)) : fT(n/2) +n n>1
{ T(n)=3T(n-1)-2T(n-2) n>1
g) { T(0)=0
T(1)=1
{T(n)=1+T(n—1)+T(n—2) n>=2
h) { T(0)=0
T(1)=1
. { T(n) =Y 2T(H)+1 n>1
DT@=1
T(n) =2T(|n/2]) + 2nlogyn
T(2) =

j) ¢ cuja solugdo satisfaz T(n) = O(nlog? n).
Prove este resultado usando indugdo matematica em n
(Manber, 1989, p. 56).

4) O que significa dizer que uma funcido g(n) é O(f(n)) ?
5) Prove que f(n) = 12+ 224 ...+ n? é igual a n3/3 4+ O(n?).
6) Indique se as afirmativas abaixo sdo verdadeiras ou falsas e justifique
a sua resposta. '
a) 21 = O(2")
b) 22" = O(2")
c) f(n) = O(u(n)) e g(n) = O(v(n)) = f(n)+g(n) = O(u(n)+v(n))
d) f(n) = O(u(n)) e g(n) = O(v(n)) = f(n)—g(n) = O(u(n)-v(n))

7) Sejam duas fungSes ndo-negativas f(n) e g(n). Diz-se que
f(n) = 0(g(n)) se f(n) = O(g(n)) e g(n) = O(f(n)).
Mostre que max(f(n), g(n)) = O(f(n) + g(n)).

8) Suponha dois algoritmos A € B, com fungdes de complexidade de tempo
a(n) = n? —n + 549 e b(n) = 49n + 49
respectivamente. Determine quais valores de n pertencentes ao con-

junto dos nimeros naturais para os quais A leva menos tempo para
executar do que B.
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9)

10)

11)

Considere o algoritmo abaixo. Suponha que a operagio crucial é o
fato de inspecionar um elemento. Neste caso o algoritmo inspeciona
1/3 dos n elementos e entéo faz uma chamada recursiva sobre os 2/3n
elementos restantes. '

Pesquisa(n);

ifn<=1

then “inspecione elemento” e termine

else begin . :
para cada um dos n elementos “inspecione elemento”;
{—de alguma forma isto permite descartar 1/3 dos

elementos e fazer uma chamada recursiva no resto —}

Pesquisa(2n/3);
end;

a) Escreva uma relagéio de recorréncia que descreva este compor-
tamento.

b) Converta esta relagdo para um somatério.
c) Dé a férmula fechada para este somatério.

E dada uma matriz n X n A, cada elemento é denominado A;j, onde
1 < 4,5 < n. Sabemos que a matriz foi ordenada de modo a (Carvalho,
1992):

A;j < Aix, paratodoiej < k.
A,;j < Aj, paratodoiej < k.

Apresente um algoritmo que ache a localizagio de um determinado
elemento z em A e analize o comportamento no pior caso. (Dica:
Existe um algoritmo que resolve este problema em O(n) comparagdes
no pior caso).

Implemente os trés algoritmos apresentados nos Programas 1.3, 1.4
e 1.7, para obter o maximo e o minimo de um conjunto contendo n
elementos. Execute os algoritmos para valores suficientemente grandes
de n, gerando casos de teste para o melhor caso, pior caso e caso
esperado. Mega o tempo de execugdo para cada algoritmo com relagido
aos trés casos acima. Comente os resultados obtidos.
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12) Apresente um algoritmo para obter o maior e o segundo maior elemento
de um conjunto. Apresente também uma anéalise do algoritmo. Vocé
acha o seu algoritmo eficiente? Por qué? Procure comprovar suas
respostas.

13) Séo dados 2n numeros distintos distribuidos em dois arranjos com n
elementos A e B ordenados de maneira tal que (Carvalho, 1992):
A[l] > A[2] > A[3] > > A[n] e
B[1] > B[2] > B[3] >+ * > BJn].
O problema é achar o n-ésimo maior nimero dentre estes 2n elementos.

a) Obtenha um limite inferior para o nimero de comparagdes ne-
cessarias para resolver este problema.

b) Apresente um algoritmo cuja complexidade no pior caso seja iqual
ao valor obtido na letra a), ou seja, um algoritmo étimo.



Capitulo 2

Estruturas de Dados Basicas

2.1 Listas Lineares

Uma das formas mais simples de interligar os elementos de um conjunto é
através de uma lista. Lista € uma estrutura onde as operacdes inserir, retirar
e localizar sdo definidas. Listas sdo estruturas muito flexiveis porque podem
crescer ou diminuir de tamanho durante a execucdo de um programa, de
acordo com a demanda. Itens podem ser acessados, inseridos ou retirados de
uma lista. Duas listas podem ser concatenadas para formar uma lista Unica,
assim como uma lista pode ser partida em duas ou mais listas.

Listas sdo adequadas para aplicacdes onde ndo é possivel prever a de-
manda por memdria, permitindo a manipulacdo de quantidades imprevisiveis
de dados, de formato também imprevisivel. Listas sdo Uteis em aplicacdes
tais como manipulacdo simbélica, geréncia de memoria, simulacdo e compi-
ladores. Na manipulacdo simbdlica os termos de uma férmula podem crescer
sem limites. Em simulacdo dirigida por rel6gio pode ser criado um nimero
imprevisivel de processos, 0s quais tém que ser escalonados para execucao
de acordo com alguma ordem predefinida.

Uma lista linear e uma seqiiéncia de zero ou mais itens Xy, X,,***,x, onde
X; € de um determinado tipo e n representa o tamanho da lista linear. Sua
principal propriedade estrutural envolve as posigOes relativas dos itens em
uma dimensdo. Assumindo » > 1, Xy, € o primeiro item da lista e x, € 0
altimo item da lista. Em geral x; precede x;+; para i =1, 2, s n — 1 e Xi
sucede xa_; para i = 2, 3, *s= , n. Em outras palavras, o elemento x; é dito
estar na i-ésima posigédo da lista.

Para criar um tipo abstrato de dados Lista, é necessario definir um
conjunto de operacdes sobre os objetos do tipo Lista. 0 conjunto de
operacdes a ser definido depende de cada aplicacdo, ndo existindo um con-
junto de operacdes que seja adequado a todas as aplicagdes. Um conjunto

35
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de operagdes necessario a uma maioria de aplicacbes é apresentado a seguir.
Outras sugestdes para 0 conjunto de operagcdes podem ser encontradas em
Knuth (1968, p.235) e Aho, Hoperoft e Ullman (1983, pp.38-39).

1. Criar uma lista linear vazia.
2. Inserir um novo item imediatamente ap0s o i-ésimo item.

3. Retirar o i-ésimo item.

4. Localizar o i-ésimo item para examinar e/ou alterar o contetido de seus
componentes.

5. Combinar duas ou mais listas lineares em uma lista Unica.
6. Partir uma lista linear em duas ou mais listas.

7. Fazer uma copia da lista linear.

(o]

. Ordenar os itens da lista em ordem ascendente ou descendente, de
acordo com alguns de seus componentes.

9. Pesquisar a ocorréncia de um item com um valor particular em algum
componente.

0 item 8 acima é objeto de um estudo cuidadoso no Capitulo 3, e o item 9
sera tratado nos Capitulos 4 e 5.

Um conjunto de operacdes necessario para uma aplicacdo exemplo a ser
apresentada mais adiante é apresentado a seguir.

1. FLVazia(Lista). Faz a lista ficar vazia.

2. Insere(x, Lista). Insere x apds o ultimo item da lista.

3. Retira(p, Lista, x). Retorna o item x que esta na posi¢do p da lista,
retirando-o da lista e deslocando os itens a partir da posicdo p+l para
as posicoes anteriores.

4. Vazia(Lista). Esta funcdo retorna true se a lista esta vazia; sendo
retorna false.

5. Imprime(Lista). Imprime os itens da lista na ordem de ocorréncia.

Existem vérias estruturas de dados que podem ser usadas para representar
listas lineares, cada uma com vantagens e desvantagens particulares. As duas
representacGes mais utilizadas sdo as implementacdes através de arran-
jos e de apontadores. A implementacgdo através de cursores (Aho, Hoperoft e
Ullman, 1983, pp. 48) pode ser Gtil em algumas aplicacdes.
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2.1.1 Implementacéo de Listas Através de Arranjos

Em um tipo estruturado arranjo, os itens da lista sdo armazenados em
posicdes contiguas de memdria, conforme ilustra a Figura 2.1. Neste caso a
lista pode ser percorrida em qualquer direcdo. A insercdo de um novo item
pode ser realizada apds o Gltimo item com custo constante. A insercdo de
um novo item no meio da lista requer um deslocamento de todos os itens
localizados ap6s o ponto de insercdo. Da mesma forma, retirar um item do
inicio da lista requer um deslocamento de itens para preencher o espaco
deixado vazio.

Itens
Primeiro = 1 z
2 T2
Ultimo—-1 Tp
MaxTam

Figura 2.1: Implementacdo de uma lista através de arranjo

O campo Item é o principal componente do registro TipoLista mostrado
no Programa 2.1. Os itens sdo armazenados em um array de tamanho
suficiente para armazenar a lista. 0 campo Ultimo do registro TipoLista
contém um apontador para a posi¢do seguinte a do ultimo elemento da lista.
0 i-ésimo item da lista estd armazenado na i-ésima posicdo do array, 1 <
FUItimo. A constante MaxTam define o tamanho maximo permitido para a
ista.

Uma possivel implementacdo para as cinco operagdes definidas anterior-
mente é mostrada no Programa 2.2. Observe que Lista é passada como var (
por referéncia), mesmo nos procedimentos em que Lista ndo é modificada (
como, por exemplo, a funcdo Vazia) por razdes de eficiéncia, porque desta
forma a estrutura Lista ndo é copiada a cada chamada do procedimento.

A implementacdo de listas através de arranjos tem como vantagem a
economia de memdria, pois os apontadores sdo implicitos nesta estrutura.
Como desvantagens citamos: (i) o custo para inserir ou retirar itens da lista,
que pode causar um deslocamento de todos os itens, no pior caso; (ii) em
aplicacdes em que ndo existe previsdo sobre o crescimento da lista, a
utilizacdo de arranjos em linguagens como o Pascal pode ser problematica
porgue neste caso 0 tamanho maximo da lista tem que ser definido em tempo
de compilacao.
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const
InicioArranjo = 1;
MaxTam = 1000;
type
Apontador = integer;
Tipoltem = record

Chave : TipoChave;
{outros componentes}

end;

TipoLista = record

Item : array [1..MaxTam] of Tipoltem;
Primeiro: Apontador;
Ultimo : Apontador;

end;

Programa 2.1: Estrutura da lista usando arranjo

2.1.2 Implementacéo de Listas Através de Apontadores

Em uma implementacdo de listas através de apontadores, cada item da lista é
encadeado com 0 seguinte através de uma varidvel do tipo Apontador. Este
tipo de implementacdo permite utilizar posi¢cdes ndo contiguas de memoria,
sendo possivel inserir e retirar elementos sem haver necessidade de deslocar
0s itens seguintes da lista.

A Figura 2.2 ilustra uma lista representada desta forma. Observe que
existe uma célula cabega que aponta para a célula que contém x,;. Apesar da
célula cabeca ndo conter informacdo é conveniente fazé-la com a mesma
estrutura que uma outra célula qualquer para simplificar as operacdes sobre a
lista.

A lista é constituida de células, onde cada célula contém um item da lista
e um apontador para a célula seguinte, de acordo com o registro Célula
mostrado no Programa 2.3. O registro TipoLista contém um apontador para a
célula cabeca e um apontador para a Gltima célula da lista. Uma possivel
implementacdo para as cinco operagGes definidas anteriormente é mostrada
no Programa 2.4.

A implementacdo através de apontadores permite inserir ou retirar itens
do meio da lista a um custo constante, aspecto importante quando a lista tem
gue ser mantida em ordem. Em aplicacGes em que ndo existe previsao sobre o
crescimento da lista é conveniente usar listas encadeadas por apontadores,
porque neste caso o tamanho maximo da lista ndo precisa ser definido a
priori. A maior desvantagem deste tipo de implementacdo é a utilizacdo de
memdaria extra para armazenar os apontadores.
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procedure FLVazia (var Lista : TipoLista);
begin
Lista.Primeiro := InicioArranjo;
Lista.Ultimo := Lista.Primeiro;
end; '
function Vazia (var Lista : TipoLista) : boolean;
begin
Vazia := Lista.Primeiro = Lista.ﬁltimo;
end;
procedure Insere (x : Tipoltem; var Lista : TipoLista);
begin
if Lista.Ultimo > MaxTam
then writeln(’Lista est4 cheia’)
else begin
Lista.Item(Lista.Ultimo] := x;
Lista.Ultimo := Lista.Ultimo +1;
end;
end;
procedure Retira(p : Apontador;
var Lista : TipoLista; var Item : Tipoltem);
var Aux : integer;
begin
if Vazia(Lista) or (p > Lista.Ultimo)
then writeln (* Erro : Posigio nio existe’)
else begin
Item := Lista.Item[p];
Lista.Ultimo := Lista.Ultimo -1;
for Aux := p to Lista.Ultimo —1 do
Lista.Item[Aux] := Lista.Item[Aux+1];
end;
end; .
procedure Imprime (var Lista : TipoLista);
var Aux : integer;
begin
for Aux := Lista.Primeiro to Lista.Ultimo —1 do
writeln(Lista.Item[Aux].Chave);
end;

Programa 2.2: Operag0es sobre listas usando posi¢des contiguas de meméria
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tiste— (7 F— [ElF— - — [ElF— i

Figura 2.2: Implementacio de uma lista através de apontadores

type
Apontador = ~Célula;
Tipoltem = record
Chave : TipoChave;
{outros componentes}
end;
Célula = record
Item : Tipoltem;
Prox : Apontador;
end;
TipoLista = record
Primeiro: Apontador;
Ultimo : Apontador;
end;

Programa 2.3: Estrutura da lista usando apontadores
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procedure FLVazia (var Lista : TipoLista);
begin
new(Lista. Primeiro);
Lista.Ultimo := Lista.Primeiro;
Lista.Primeiro~.Prox := nil;
end;
function Vazia (Lista : TipoLista) : boolean;
begin )
Vazia := Lista.Primeiro = Lista.Ultimo;
end;
procedure Insere (x : Tipoltem; var Lista : TipoLista);
begin
new(Li‘sta.I:Iltimo".Progc);
Lista.l}ltimo := Lista.Ultimo~.Prox;
Lista.Ultimo‘.Item = X;
Lista.Ultimo~.Prox := nil;
end;
procedure Retira(p : Apontador;
var Lista : TipoLista; var Item : Tipoltem);
{—O0bs.: o item a ser retirado é o seguinte ao apontado porp — }
var q : Apontador;
begin
if Vazia(Lista) or (p = nil) or (p~.Prox = nil)
then writeln (’ Erro : Lista vazia ou posi¢do nao existe’)
else begin :
q := p~.Prox; Item := q“.Itel:n; p~.Prox := q~.Prox;
if p~.Prox = nil then Lista.Ultimo := p;
dispose(q);
end;

end;
procedure Imprime (Lista : TipoLista);
var Aux : Apontador;
begin
Aux := Lista.Primeiro~.Prox;
while Aux <> nil do
begin
writeln(Aux~.Item.Chave);
Aux := Aux".Prox;
end;
end;

Programa 2.4: Operacdes sobre listas usando apontadores
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Chave :1..999;
NotaFinal : 0..10;

Opcéo sarray [1..3] of 1..7;
Programa 2.5: Campos do registro de um candidato

Exemplo: Considere o exemplo proposto por Furtado (1984), apresentado a
seguir. Durante o exame vestibular de uma universidade, cada candidato tem
direito a 3 op¢des para tentar uma vaga em um dos 7 cursos oferecidos. Para
cada candidato é lido um registro contendo o0s campos mostrados no
Programa 2.5.

O campo Chave contém o numero de inscricdo do candidato (este campo
identifica de forma Unica cada registro de entrada). O campo NotaFinal
contém a média das notas do candidato. O campo Opcdo é um vetor con-
tendo a primeira, a segunda e a terceira opgbes de curso do candidato (os
cursos sdo numerados de 1 a 7).

O problema consiste em distribuir os candidatos entre os cursos, de
acordo com a nota final e as opcdes apresentadas por cada candidato. No
caso de empate serdo atendidos primeiro os candidatos que se inscreveram
mais cedo, isto é, os candidatos com mesma nota final serdo atendidos na
ordem de inscricdo para 0s exames.

Um possivel caminho para resolver o problema de distribuir os alunos
entre os cursos contém duas etapas, a saber:

1. ordenar os registros pelo campo NotaFinal, respeitando-se a ordem de
inscri¢do dos candidatos;

2. percorrer cada conjunto de registros com mesma NotaFinal, iniciando-
se pelo conjunto de NotaFinal 10, seguido do conjunto da NotaFinal 9,
e assim por diante. Para um conjunto de mesma NotaFinal tenta-se
encaixar cada registro desse conjunto em um dos cursos, na primeira
das trés opcdes em que houver vaga (se houver).

Um primeiro refinamento do algoritmo pode ser visto no Programa 2.6.

Para prosseguirmos na descri¢cdo do algoritmo, nés somos forgados a to-
mar algumas decisdes sobre representacdo de dados. Uma boa maneira de
representar um conjunto de registros é através de listas. O tipo abstrato de
dados Lista definido anteriormente, acompanhado do conjunto de operacdes
definido sobre os objetos do tipo lista, mostra-se bastante adequado ao nosso
problema.

O refinamento do comando "ordena os registros pelo campo NotaFinal"
do Programa 2.6 pode ser realizado da seguinte forma: os registros ao se-rem
lidos sdo armazenados em listas para cada nota, conforme ilustra a
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program Vestibular;
begin
ordena os registros pelo campo NotaFinal;
for Nota := 10 downto 0 do
while houver registro com mesma nota do
if existe vaga em um dos cursos de op¢do do candidato
then insere registro no conjunto de aprovados
else insere registro no conjunto de reprovados;
imprime aprovados por curso;
imprime reprovados;
end.

Programa 2.6: Primeiro refinamento do programa Vestibular

Figura 2.3. ApGs a leitura do ultimo registro os candidatos estdo automa-
ticamente ordenados por NotaFinal. Dentro de cada lista os registros estdo
ordenados por ordem de inscricdo, desde que os registros sejam lidos na
ordem de inscricdo de cada candidato e inseridos nesta ordem.

NotaFinal
0
1
2
3
4
5
6
7
8 —_ > ...
9 ——— [ Registro nil
10 ——— [Registro] }——— [Registro] nil

Figura 2.3: Classificacdo dos alunos por NotaFinal

Dessa estrutura passa-se para a estrutura apresentada na Figura 2.4. As
listas de registros da Figura 2.3 sdo percorridas, inicialmente com a lista de
NotaFinal 10, seguida da lista de NotaFinal 9, e assim sucessivamente. Ao
percorrer uma lista, cada registro é retirado e colocado em uma das listas da
Figura 2.4, na primeira das trés opgbes em que houver vaga. Se ndo houver
vaga o registro é colocado em uma lista de reprovados. Ao final a estrutura
da Figura 2.4 conterd uma relacdo de candidatos aprovados em cada curso.
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Cursos

4 [Regsm[

~ Registro| —

OO AW =

Figura 2.4: Lista de aprovados por Curso

Apés as decisdes mais importantes sobre a representacdo dos dados, é
possivel obter-se mais um refinamento, conforme mostra o Programa 2.7.

program Vestibular;
begin
1é nimero de vagas para cada curso; :
inicializa listas de classificagdo, listas de aprovados e lista de reprovados;

18 registro; {—vide formato no Programa 2.5 —}
while Chave <> 0 do
begin

insere registro em uma. das listas de classificagio, conforme nota final;
1é registro;
end;
for Nota := 10 downto 0 do
while houver préximo registro com mesma NotaFinal do
begin
retira registro da lista;
if existe vaga em um dos cursos de opgio do candidato
then begin
insere registro na lista de aprovados;
decrementa o nimero de vagas para aquele curso;
end
else insere registro na lista de reprovados;
obtém préximo registro;
end;
imprime aprovados por curso;
imprime reprovados;
end.

Programa 2.7: Segundo refinamento do programa Vestibular

Neste momento nds somos forcados a tomar decisdes sobre a imple-
mentacdo do tipo abstrato de dados Lista. Considerando-se que o tamanho
das listas varia de forma totalmente imprevisivel, a escolha deve cair
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const
NOpgoes= 3;
NCursos=T7;
type
TipoChave = 1..999;
Tipoltem = record
Chave : TipoChave;
NotaFinal : 0..10;
Opgido : array[1..NOpgbes] of 1..NCursos;
end;
Apontador = ~Célula;
Célula = record

Item : Tipoltem;
Prox : Apontador;
end;
TipoLista = record
Primeiro : Apontador;
Ultimo : Apontador;
end;

Programa 2.8: Estrutura da lista

sobre a implementacdo através de apontadores. O Programa 2.8 apresenta a
definigdo dos tipos de dados a utilizar no ultimo refinamento do algoritmo.

O refinamento final de algoritmo, descrito em Pascal, pode ser visto no
Programa 2.9. Observe que o programa é completamente independente da
implementacdo do tipo abstrato de dados Lista. Isto significa que podemos
trocar a implementacdo do tipo abstrato de dados Lista de apontador para
arranjo, bastando trocar a definicdo dos tipos apresentada no Programa 2.8
para uma definicdo similar a definicdo mostrada no Programa 2.1, acompa-
nhada da troca dos operadores apresentados no Programa 2.4 pelos opera-
dores apresentados no Programa 2.2. Esta substituicdo pode ser realizada
sem causar impacto em nenhuma outra parte do codigo.

program Vestibular;

{—Entram aqui os tipos do Programa 2.8 —}

var Registro : Tipoltem;
Classificacdo : array[0..10] of TipoLista;
Aprovados : array|[l..NCursos| of TipoLista;
Reprovados : TipoLista;

Vagas : array [1..NCursos] of integer;
Passou : boolean;
i, Nota : integer;

{—Entram aqui os operadores apresentados no Programa 2.4 —}
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procedure LeRegistro (var Registro : Tipoltem);
{—o0s valores lidos devem estar separados por brancos —}
var i : integer;
begin
read(Registro.Chave, Registro.NotaFinal);
for i := 1 to NOpgdes do read(Registro.Opgaoli]);
readln;
end;

begin {—Programa principal —}
for i := 1 to NCursos do read(Vagas[i]); readln;
for i := 0 to 10 do FLVazia(Classificagaol[i]);
for i := 1 to NCursos do FLVazia(Aprovados[i]);
FLVazia(Reprovados); LeRegistro(Registro);
while Registro.Chave <> 0 do
begin
Insere(Registro, Classificagdo[Registro.NotaFinall);
LeRegistro(Registro);
end;
for Nota := 10 downto 0 do
while not Vazia(Classificagdo[Nota)) do
begin
Retira(Classificagao[Nota]. Primeiro, Classificagio[Nota], Registro);
i := 1; Passou := false;
while (i < NOpgbes) and not Passou do
begin
if Vagas[Registro.Opgao[i]] > 0
then begin
Insere(Registro, Aprovados[Registro.Opgaoli]]);
Vagas[Registro.Opg¢aoli]] := Vagas[Registro.Op¢aol[i}]] — 1;
Passou := true;
end;
1:=1+1;
end;
if not Passou then Insere(Registro, Reprovados);
end;
for i := 1 to NCursos do
begin
writeln(’ Relagdo dos aprovados no Curso’, i:2);
Imprime(Aprovadosl[i]);
end;
writeln(’ Relagdo dos reprovados’);
Imprime(Reprovados);
end.

Programa 2.9: Refinamento final do programa Vestibular
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Este exemplo mostra a importancia de se escrever programas em fungdo
das operacGes para manipular tipos abstratos de dados, ao invés de utilizar
detalhes particulares de implementacdo. Desta forma é possivel alterar a
implementacdo das operacbes rapidamente, sem haver necessidade de pro-
curar por toda parte do codigo onde existe referéncia direta as estruturas de
dados. Este aspecto é particularmente importante em programas de grande
porte.

2.2 Pilhas

Existem aplicacdes para listas lineares nas quais insercoes, retiradas e acessos
a itens ocorrem sempre em um dos extremos da lista. Uma pilha é uma lista
linear em que todas as insercdes, retiradas e geralmente todos os acessos sdo
feitos em apenas um extremo da lista..

Os itens em uma pilha estdo colocados um sobre o outro, com o item
inserido mais recentemente no topo e o item inserido menos recentemente no
fundo. 0 modelo intuitivo de uma pilha é o de um monte de pratos em uma
prateleira, sendo conveniente retirar pratos ou adicionar novos pratos na
parte superior. Esta imagem esta freqlientemente associada com a teoria de
autdbmato, onde o topo de uma pilha é considerado como o receptaculo de
uma cabeca de leitura/gravacdo que pode empilhar e desempilhar itens da
pilha (Hoperoft e Ullman, 1969).

As pilhas possuem a seguinte propriedade: o ultimo item ‘inserido é o
primeiro item que pode ser retirado da lista. Por esta razdo as pilhas sdo
chamadas de listas lifo, termo formado a partir de "last-in, first-out”. Existe
uma ordem linear para pilhas, que é a ordem do "mais recente para 0 menos
recente"”. Esta propriedade torna a pilha uma ferramenta ideal para proces-
samento de estruturas aninhadas de profundidade imprevisivel, situacdo em
que é necessario garantir que subestruturas mais internas sejam processadas
antes da estrutura que as contenham. A qualquer instante uma pilha contém
uma sequiéncia de obrigacdes adiadas, cuja ordem de remocéo da pilha ga-
rante que as estruturas mais internas serao processadas antes das estruturas
mais externas.

Estruturas aninhadas ocorrem freqiientemente na préatica. Um exemplo
simples € a situacdo em que € necessario caminhar em um conjunto de dados
e guardar uma lista de coisas a fazer posteriormente (mais adi-ante veremos
uma situacdo semelhante a esta em um programa editor de textos). O
controle de sequéncias de chamadas de subprogramas e sintaxe de
expressdes aritméticas sdo exemplos de estruturas aninhadas. As pilhas
ocorrem também em conexdo com algoritmos recursivos e estruturas de
natureza recursiva, tais como as arvores.
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Um tipo abstrato de dados Pilha, acompanhado de um conjunto de
operac0es, é apresentado a seguir.

1. FPVazia(Pilha). Faz a pilha ficar vazia.

2. Vazia(Pilha). Esta fungéo retorna true se a pilha esta vazia; sendo
retorna false.
3. Empilha(x, Pilha). Insere o item x no topo da pilha.

4. Desempilha(Pilha, x). Retorna o item x no topo da pilha, retirando-o
da pilha.

5. Tamanho(Pilha). Esta fun¢édo retorna o nimero de itens da pilha.

Como no caso do tipo abstrato de dados Lista apresentado na Secéo 2.1,
existem varias opcdes de estruturas de dados que podem ser usadas para
representar pilhas. As duas representacdes mais utilizadas sdo as imple-
mentacdes atraveés de arranjos e de apontadores.

2.2.1 Implementacédo de Pilhas Através de Arranjos

Em uma implementacdo através de arranjos os itens da pilha sdo armaze-
nados em posi¢bes contiguas de memdria, conforme ilustra a Figura 2.5.
Devido as caracteristicas da pilha as operacdes de insercdo e de retirada de
itens devem ser implementadas de forma diferente das implementagGes usa-
das anteriormente para listas. Como as inser¢@es e as retiradas ocorrem no
topo da pilha, um cursor chamado topo é utilizado para controlar a posigédo
do item no topo da pilha.

Itens
Primeiro =1 z
2 T2
Topo Zn
MaxTam

Figura 2.5: Implementacdo de uma pilha através de arranjo

O campo Item é o principal componente do registro TipoPilha mostrado
no Programa 2.10. Os itens sdo armazenados em um array de tamanho
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const
MaxTam = 1000;
type
Apontador = integer;
Tipoltem = record
Chave : TipoChave;
{outros componentes}
end;
TipoPilha = record
Item : array[l..MaxTam] of Tipoltem;
Topo : Apontador;
end;

Programa 2.10: Estrutura da pilha usando arranjo

suficiente para armazenar a pilha. 0 outro campo do mesmo registro contém
um apontador para o item no topo da pilha. A constante MaxTam define o
tamanho méximo permitido para a pilha.

As cinco operacdes definidas sobre o TipoPilha podem ser implementadas
conforme ilustra o Programa 2.11. Observe que Pilha é passada como var (
por referéncia), mesmo nos procedimentos em que Pilha ndo é modificada (
como, por exemplo, a funcdo Vazia) por razBGes de eficiéncia, pois desta
forma a estrutura Pilha ndo é copiada a cada chamada do procedimento ou
funcéo.

2.2.2 Implementacdo de Pilhas Através de Apontadores

Assim como na implementacdo de listas lineares atraves de apontadores, uma
célula cabeca é mantida no topo da pilha para facilitar a implementacao das
operagdes empilha e desempilha quando a pilha esta vazia, conforme ilustra a
Figura 2.6. Para desempilhar o item x, da Figura 2.6 basta desligar a célula
cabeca da lista e a célula que contém x, passa a ser a célula cabeca. Para
empilhar um novo item basta fazer a operacdo contraria, criando uma nova
célula cabeca e colocando o novo item na antiga célula cabegca. 0 campo
Tamanho existe no registro TipoPilha por questdo de eficiéncia, para evitar
a contagem do numero de itens da pilha na fungdo Tamanho.

Cada célula de uma pilha contém um item da pilha e um apontador para
outra célula, conforme ilustra o Programa 2.12. 0 registro TipoPilha contém
um apontador para o topo da pilha (célula cabeca) e um apontador para o
fundo da pilha.

As cinco operacdes definidas anteriormente podem ser implementadas
através de apontadores, conforme ilustra o Programa 2.13.
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procedure FPVazia(var Pilha : TipoPilha);
begin :
Pilha.Topo := 0;
end;
function Vazia(var Pilha : TipoPilha) : boolean;
begin
Vazia := Pilha.Topo = 0;
end;
procedure Empilha(x : Tipoltem; var Pilha : TipoPilha);
begin
if Pilha.Topo = MaxTam
then writeln(’ Erro : pilha estd cheia’)
else begin
Pilha.Topo := Pilha.Topo +1;
Pilha.Item[Pilha.Topo) := x;
end;
end;
procedure Desempilha(var Pilha : TipoPilha; var Item : Tipoltem);
begin
if Vazia(Pilha)
then writeln(’ Erro : pilha est4 vazia’)
else begin
Item := Pilha.Item{Pilha.Topo};
Pilha.Topo := Pilha.Topo —1;

end;
end;
function Tamanho(var Pilha : TipoPilha) : integer;
begin
Tamanho := Pilha.Topo;
end;

Programa 2.11: Operagdes sobre pilhas usando arranjos



2.2. PILHAS
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Figura 2.6: Implementagio de uma pilha através de apontadores

type
Apontador = ~Célula;
Tipoltem = record
Chave : TipoChave;
{outros componentes}
end;
Célula = record

Item : Tipoltem;
Prox : Apontador;
end;
TipoPilha = record :
Fundo : Apontador;
Topo : Apontador;
Tamanho : integer;
end;

Programa 2.12: Estrutura da pilha usando apontadores
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procedure FPVazia(var Pilha : TipoPilha);
begin
new(Pilha.Topo);
Pilha.Fundo := Pilha.Topo;
Pilha.Topo~.Prox := nil;
Pilha.Tamanho := 0;

end;
function Vazia(var Pilha : TipoPilha) : boolean;
begin
Vazia := Pilha.Topo = Pilha.Fundo;
end;

procedure Empilha(x : Tipoltem; var Pilha : TipoPilha);
var Aux : Apontador;
begin
new(Aux);
Pilha.Topo~.Item := x;
Aux".Prox := Pilha.Topo;
Pilha.Topo := Aux;
Pilha.Tamanho := Pilha.Tamanho +1;
end;
procedure Desempilha(var Pilha : TipoPilha,var Item : Tipoltem);
var q : Apontador;
begin
if Vazia(Pilha)
then writeln(’ Erro : pilha vazia’)
else begin
q := Pilha.Topo;
Pilha.Topo := q".Prox;
Item := q~.Prox".Item;
dispose(q);
Pilha.Tamanho := Pilha.Tamanho —1;
end;
end;
function  Tamanho(var Pilha : TipoPilha) : integer;
begin
Tamanho := Pilha.Tamanho;
end;

Programa 2.13: Operaces sobre pilhas usando apontadores
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Exemplo: Editor de Textos.

Alguns editores de texto permitem que algum caractere funcione como um "
cancela-caractere”, cujo efeito é o de cancelar o caractere anterior na linha
que esta sendo editada. Por exemplo, se o cancela-caractere, entdo a
seqliéncia de caracteres UEM##FMB#G corresponde a seqiiéncia UFMG.
Outro comando encontrado em editores de texto € o "cancela-linha", cujo
efeito é o de cancelar todos os caracteres anteriores na linha que esta sendo
editada. Neste exemplo vamos considerar como o caractere cancela-linha.
Finalmente, outro comando encontrado em editores de texto é o "salta-linha"
, cujo efeito é o de causar a impressdo dos caracteres que pertencem a linha
que estd sendo editada, iniciando uma nova linha de impressdo a partir do
caractere imediatamente seguinte ao caractere salta-linha. Por exemplo, se °
@' é o salta-linha, entdo a sequéncia de caracteres DCC@QUFMG.@ cor-
responde as duas linhas abaixo:

DCC

UFMG.

Vamos escrever um Editor de Texto (ET) que aceite os trés comandos
descritos acima. O ET devera ler um caractere de cada vez do texto de
entrada e produzir a impressao linha a linha, cada linha contendo no maximo
70 caracteres de impressdo. O ET deveréa utilizar o tipo abstrato de dados
Pilha definido anteriormente, implementado através de arranjo.

A implementacdo do programa ET é apresentada no Programa 2.14. Da
mesma forma que o programa Vestibular, apresentado na Secéo 2.1, este
programa utiliza um tipo abstrato de dados sem conhecer detalhes de sua
implementacéo. Isto significa que a implementacéo do tipo abstrato de dados
Pilha que utiliza arranjo pode ser substituida pela implementacdo que utiliza
apontadores mostrada no Programa 2.13, sem causar impacto no programa.
O procedimento Imprime, mostrado no Programa 2.15, é utilizado pelo
programa ET.

A seguir é sugerido um texto para testar o programa ET, cujas carac-
teristicas permite exercitar todas as partes importantes do programa.

Este et# um teste para o ET, o extraterrestre em
PASCAL.@Acabamos de testar a capacidade do ET saltar de linha,
utilizando seus poderes extras (cuidado pois agora vamos estourar

a capacidade maxima da linha de impressdo, que é de setenta
caracteres.)@O k#tcut#rso dh#e Estruturas de Dados et# h#um
cuugtrshfto #x# x7*1#2#+.@ Como et# bom

n#tnt#aoFtF## r#tess#tt#ar mb#aafttriz#cull#ado nn#x#ele!\ Sera

que este funciona\\\? O sinal? deve nao### deve ficar! ~
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program ET;

const MaxTam = T70;
CancelaCaractere = *#’;
CancelaLinha ='\’;
SaltaLinha ='Q’
MarcaEof =

type TipoChave = char;
{—Entram aqui os tipos do Programa 2.10 —}
var Pilha : TipoPilha; :
x : Tipoltem;
i—Entram aqut os operadores do Programa 2.11 —}
—Entra aqui o procedimento Imprime do Programa 2.15 —}
begin {—Programa principal —}
FPVazia(Pilha); read(x.Chave);
while x.Chave <> MarcaEof do
begin
if x.Chave = CancelaCaractere
then begin
if not Vazia(Pilha) then Desempilha(Pilha, x)
end
else if x.Chave = CancelaLinha
then FPVazia(Pilha)
else if x.Chave = SaltaLinha
then Imprime(Pilha)
else begin
if Tamanho(Pitha) = MaxTam then Imprime(Pilha);
Empilha(x, Pilha);
end;
read(x.Chave);
end;
if not Vazia(Pilha) then Imprime(Pilha);
end. {—Programa principal —}

Programa 2.14: Implementacdo do ET
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procedure Imprime(var Pilha : TipoPilha);
var Pilhaux : TipoPilha;

x : Tipoltem;
begin
FPVazia(Pilhaux);
while not Vazia(Pilha) do
begin
Desempilha(Pilha, x); Empilha(x, Pilhaux);
end;
while not Vazia(Pilhaux) do
begin
Desempilha(Pilhaux, x); write(x.Chave);
end;
writeln;
end;

Programa 2.15: Procedimento Imprime utilizado no programa ET

2.3 Filas

Uma fila é uma lista linear em que todas as inser¢6es sdo realizadas em um
extremo da lista, e todas as retiradas e geralmente os acessos sdo realizados
no outro extremo da lista. 0 modelo intuitivo de uma fila é o de uma fila de
espera em que as pessoas no inicio da fila sdo servidas primeiro e as pessoas
que chegam entram no fim da fila. Por esta raz&o as filas sdo chamadas de
listas fifo, termo formado a partir de "first-in", "first-out". Existe uma ordem
linear para filas que é a "ordem de chegada”. Filas sdo utilizadas quando
desejamos processar itens de acordo com a ordem “primeiro-quechega,
primeiro-atendido”. Sistemas operacionais utilizam filas para regular a ordem
na qual tarefas devem receber processamento e recursos devem ser alocados a
processos.

Um possivel conjunto de operag@es, definido sobre um tipo abstrato de
dados Fila, é definido a seguir.

1. FFVazia(Fila). Faz a fila ficar vazia.

2. Enfileira(x, Fila). Insere o item x no final da fila.

3. Desenfileira(Fila, x). Retorna o item x no inicio da fila, retirando-o da
fila.

4. Vazia(Fila). Esta funcdo retorna true se a fila estd vazia; sendo retorna
false.
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n__1
[ \2
O‘.‘e <— Frente |

Tras —
Figura 2.7: Implementagéo circular para filas

2.3.1 Implementacéo de Filas Atraves de Arranjos

Em uma implementagdo através de arranjos os itens sdo armazenados em
posicBes contiguas de memdéria. Devido as caracteristicas da fila, a operacao
enfileira faz a parte de trds da fila expandir-se, e a operacdo Desenfileira
faz a parte da frente da fila contrair-se. Consequentemente, a fila tende a
caminhar pela meméria do computador, ocupando espaco na parte de tras e
descartando espago na parte da frente. Com poucas insercGes e retiradas de
itens a fila vai de encontro ao limite do espago da memoria alocado para
ela.

A solucdo para o problema de caminhar pelo espago alocado para uma fila
é imaginar o array como um circulo, onde a primeira posi¢do segue a Ultima,
conforme ilustra a Figura 2.7. A fila se encontra em posicdes contiguas de
memoria, em alguma posicdo do circulo, delimitada pelos apontadores Frente
e Tras. Para enfileirar um item basta mover o apontador Tras uma posi¢ao
no sentido horario; para desenfileirar um item basta mover o apontador
Frente uma posi¢do no sentido horario.

O campo Item é o principal componente do registro TipoFila mostrado
no Programa 2.16. 0 tamanho mé&ximo do array circular é definido pela
constante MaxTam. Os outros campos do registro TipoPilha contém apon-
tadores para a parte da frente e de trés da fila.

As quatro operacdes definidas sobre o TipoFila podem ser implementadas
conforme ilustra o Programa 2.17. Observe que para a representacdo circular
da Figura 2.7 existe um pequeno problema: ndo ha uma forma de distinguir
uma fila vazia de uma fila cheia, pois nos dois casos os apontadores Frente
e tras apontam para a mesma posicdo do circulo. Uma possivel saida para
este problema, utilizada por Aho, Hoperoft e Ullman (1983, p.58), € nédo
utilizar todo o espaco do array, deixando uma posicdo vazia. Neste caso a
fila estd cheia quando Tras+1 for igual a Frente, o que significa que existe
uma célula vazia entre o fim e o inicio da fila.

Observe que a implementacdo do vetor circular é realizada através de
aritmética modular. A aritmética modular é utilizada nos procedimentos
Enfileira e Desenfileira do Programa 2.17, através da funcdo mod do Pascal.
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const MaxTam = 1000;

type
Apontador = integer;
Tipoltem = record
Chave : TipoChave;
{outros componentes}
end,;
TipoFila = record

Item : array[l..MaxTam] of Tipoltem;
Frente: Apontador;
Trds : Apontador;

end;

Programa 2.16: Estrutura da fila usando arranjo

procedure FFVazia (var Fila : TipoFila);
begin
Fila.Frente := 1;
Fila.Tras := Fila.Frente;
end;
function Vazia (var Fila : TipoFila) : boolean;
begin
Vazia := Fila.Frente = Fila.Trds;
end; )
procedure Enfileira (x : Tipoltem; var Fila : TipoFila);
begin
if Fila.Trds mod MaxTam +1 = Fila.Frente
then writeln (’ Erro : fila estd cheia’)
else begin
Fila.Item[Fila.Trds] := x;
Fila.Tras := Fila.Trds mod MaxTam +1;
end;
end;
procedure Desenfileira(var Fila : TipoFila; var Item : Tipoltem);
begin
if Vazia (Fila)
then writeln (’ Erro : fila estd vazia’)
else begin
Item := Fila.Item[Fila.Frente];
Fila.Frente := Fila.Frente mod MaxTam +1;
end;
end;

Programa 2.17: Operagdes sobre filas usando posigdes contiguas de memoéria
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2.3.2 Implementacéo de Filas Através de Apontadores

Assim como em todas as outras implementacdes deste capitulo, uma célula
cabeca é mantida para facilitar a implementacdo das operagdes Enfileira e
Desenfileira quando a fila estd vazia, conforme ilustra a Figura 2.8. Quando
a fila esta vazia os apontadores Frente e tras apontam para a célula cabeca.
Para enfileirar um novo item basta criar uma célula nova, liga-la apos a
célula que contém x, e colocar nela o novo item. Para desenfileirar o item x;
basta desligar a célula cabeca da lista e a célula que contém x, passa a ser a
célula cabeca.

T (o —  — @] F— mi
r 1

Frente Trés

Figura 2.8: Implementacdo de uma fila através de apontadores

A fila é implementada através de células, onde cada célula contém um
item da fila e um apontador para outra célula, conforme ilustra o Pro-grama
2.18. 0 registro TipoFila contém um apontador para a frente da fila (célula
cabeca) e um apontador para a parte de tras da fila.

As quatro opera¢@es definidas sobre o TipoFila podem ser implementadas
conforme ilustra o programa 2.19.

Notas Bibliograficas

Knuth (1968) apresenta um bom tratamento sobre listas lineares. Outras
referéncias relevantes sobre estruturas de dados basicas sdo Aho, Hoperoft e
Ullman (1983), Cormem, Leiserson e Rivest (1990) e Sedgewick (1988).

Exercicios

1) Considere a implementacdo de listas lineares utilizando apontadores e
com célula-cabeca. Considere que um dos campos do Tipoltem é uma
Chave: TipoChave. Escreva uma funcdo em Pascal
function EstaNaLista (Ch: TipoChave; var L: TipoLista): boolean;
que retorna true se Ch estiver na lista e retorna false se Ch nédo estiver
na lista. Considere que ndo ha ocorréncias de chaves repetidas na lista.
Determine a complexidade do seu algoritmo.
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type
Apontador = ~Célula;
Tipoltem = record
Chave : TipoChave;
{outros componentes}
end;
Célula = record

Item : Tipoltem;
Prox : Apontador;
end;
TipoFila = record
Frente: Apontador;
Trds : Apontador;
end;

Programa 2.18: Estrutura da fila usando apontadores

2) Um problema gue pode surgir na manipulacdo de listas lineares simples
é o de "voltar" atras na lista, ou seja, percorré-la no sentido inverso ao
dos apontadores. A solucdo geralmente adotada é a incorporacdo a
célula de um apontador para o seu antecessor. Listas deste tipo sdo
chamadas de duplamente encadeadas. A Figura 2.9 mostra uma lista
deste tipo com estrutura circular e a presenca de uma célula cabeca.

a) Declare os tipos necessarios para a manipulacdo da lista.

b) Escreva um procedimento em Pascal para retirar da lista a célula
apontada por p:
procedure Retira (p: Apontador; var L: TipoLista);
N&o deixe de considerar eventuais casos especiais.

3) Matrizes Esparsas — Utilizacdo de Listas Através de “pontadores (Ara-
be, 1992)

Matrizes esparsas sdo matrizes nas quais a maioria das posi¢des sao
preenchidas por zeros. Para estas matrizes, podemos economizar um
espaco significativo de memoria se apenas os termos diferentes de zero
forem armazenados. As operagfes usuais sobre estas matrizes (somatr,
multiplicar, inverter, pivotar) também podem ser feitas em tempo
muito menor se Ndo armazenarmos as posi¢des que contém zeros.

Uma maneira eficiente de representar estruturas com tamanho variavel
e/ou desconhecido é atraves de alocagdo encadeada, utilizando listas.
VVamos usar esta representacdo para armazenar as matrizes esparsas.
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procedure FFVazia (var Fila : TipoFila);
begin
new (Fila.Frente);
Fila.Trds := Fila.Frente;
Fila.Frente~.Prox := nil;

end;
function Vazia (var Fila : TipoFila) : boolean;
begin
Vazia := Fila.Frente = Fila.Tr4s;
end;

procedure Enfileira (x : Tipoltem; var Fila : TipoFila);
begin
new (Fila.Trs".Prox);
Fila.Tyas := Fila.Trds".Prox;
Fila.Tras".Item := x;
Fila. Tras"~.Prox := nil;
end;
procedure Desenfileira(var Fila : TipoFila; var Item : Tipoltem);
var q : Apontador;
begin
if Vazia (Fila)
then writeln (* Erro : fila est4 vazia’)
else begin
q := Fila.Frente;
Fila.Frente := Fila.Frente~.Prox;
Item := Fila.Frente~.Item;
dispose(q);
end;
end;

Programa 2.19: Operac0es sobre filas usando apontadores
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Figura 2.9: Lista circular duplamente encadeada

Cada coluna da matriz sera representada por uma lista linear circular-
Listas!circulares com uma célula cabeca. Da mesma maneira, cada
linha da matriz também sera representada por uma lista linear circular
com uma célula cabeca. Cada célula da estrutura, além das células-
cabeca, representard os termos diferentes de zero da matriz e devem
ter o seguinte tipo:

type
Apontador = "~ TipoCélula;

TipoCélula = record
Direita,
Abaixo : Apontador;
Linha,
Coluna : integer;
Valor : real;
end;

O campo Abaixo deve ser usado para apontar o préximo elemento
diferente de zero na mesma coluna. O campo Direita deve ser usado
para apontar o préximo elemento diferente de zero na mesma linha.
Dada uma matriz A, para um valor A(i,j) diferente de zero, devera
haver uma célula com o campo Valor contendo™A(%, j), o campo Linha
contendo ¢ e o campo Coluna contendo ;.  Esta célula devers pertencer
a lista circular da linha 7 e também deverd pertencer & lista circular
da coluna j. Ou seja, cada célula pertencerd a duas listas ao mesmo
tempo. Para diferenciar as células cabeca, coloque —1 nos campos
Linha e Coluna destas células.

Considere a matriz esparsa seguinte

5000 00
[ 100 20
A= 00 00

~30 0 —60 5



62

CAPiTULO 2. ESTRUTURAS DE DADOS BASICAS
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Figura 2.10: Exemplo de Matriz Esparsa

A representagdo da matriz A pode 'ser vista na Figura 2.10.

Com esta representagdo, uma matrix esparsa m x n com r elementos
diferentes de zero gastara (m+n+r) células. E bem verdade que cada
célula ocupa vérios bytes na memoria; no entanto, o total de memoria
usado sera menor do que as m x n posi¢cdes necessarias para representar
a matriz toda, desde que r seja suficientemente pequeno.

Dada a representacdo acima, o trabalho consiste em desenvolver cinco
procedimentos em Pascal, conforme especificacdo abaixo:

a) procedure LeMatriz (var A: Matriz);

Este procedimento Ié de algum arquivo de entrada os elementos
diferentes de zero de uma matriz e monta a estrutura especificada
acima. Considere que a entrada consiste dos valores de m e n (
nimero de linhas e de colunas da matriz) seguidos de triplas (i, j,
valor) para os elementos diferentes de zero da matriz. Por
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exemplo, para a matriz acima, a entrada seria:

i e AN I el

BWRWRPEA

50.0
10.0
20.0
-30.0
-60.0
5.0

b) procedure ApagaMatriz (var A: Matriz);
Este procedimento devolve todas as células da matriz A para a
area de memdria disponivel (use a procedure dispose).

c) procedure SomaMatriz (var A, B, C: Matriz);
Este procedimento recebe como parametros as matrizes A e B,
devolvendo em C a soma de A com B.

d) procedure MultiplicaMatriz (var A, B, C: Matriz);
Este procedimento recebe como parametros as matrizes A e B,
devolvendo em C o produto de A por B.

e) procedure ImprimeMatriz (var A: Matriz);
Este procedimento imprime (uma linha da matriz por linha da
saida) a matriz A, inclusive os elementos iguais a zero.

Para inserir e retirar células das listas que formam a matriz, crie pro-
cedimentos especiais para este fim. Por exemplo, um procedimento

procedure Insere (i, j: integer; v: real; var A: Matriz);

para inserir o valor v na linha i, coluna j da matriz A seré (til tanto na
procedure LeMatriz quanto na procedure SomaMatriz.
As matrizes a serem lidas para testar os procedimentos sdo:

a) A mesma da Figura 2.10 deste enunciado;

50 30
0 0

B[ 0 o
0 0

0
~20
0
0

0
0
0
5
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Os procedimentos deverdo ser testados com o seguinte programa:

program TestaMatrizesEsparsas;

Bégin

LeMatriz (A); ImprimeMatriz (A);

LeMatriz (B); ImprimeMatriz (B);

SomaMatriz (A, B, C); ImprimeMatriz (C); ApagaMatriz (C);
MultiplicaMatriz (A, B, C); ImprimeMatriz (C);
ApagaMatriz (B); ApagaMatriz (C);

LeMatriz (B);

ImprimeMatriz (A); ImprimeMatriz (B);

SomaMatriz (A, B, C); ImprimeMatriz (C);
MultiplicaMatriz (A, B, C); ImprimeMatriz (C);
MultiplicaMatriz (B, B, C); ) ] )
ImprimeMatriz SB , ImprimeMatriz (B); ImprimeMatriz (C);
ApagaMatriz (A); ApagaMatriz (B); ApagaMatriz (C);

end. { TestaMatrizesEsparsas }

O que deve ser apresentado:

a) Listagem do programa em Pascal.
b) Listagem dos testes executados.

c¢) Descricdo sucinta (por exemplo, desenho), das estruturas de da-dos
e as decisbes tomadas relativas aos casos e detalhes de espe-
cificagdo que porventura estejam omissos no enunciado.

d) Estudo da complexidade do tempo de execucdo dos procedimentos
implementados e do programa como um todo (notacgédo 0).

E obrigatorio o uso de alocacdo dinamica de memdria para implementar
as listas de adjacéncia que representam as matrizes. A andlise de
complexidade deve ser feita em funcdo de m, n (dimensdes da matriz) e r
(namero de elementos diferente de zero).

4) Considere F uma fila ndo vazia e P uma pilha vazia. Usando apenas a
varidvel temporaria X, e as quatro operacgoes

x<P,Pex,x<«F,F&x

e os dois testes P=vazio e F=vazio, escreva um algoritmo para reverter
a ordem dos elementos em F.
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5) Duas pilhas podem coexistir em um mesmo vetor, uma crescendo em
um sentido, e a outra no outro. Duas filas, ou uma pilha e uma fila
podem também ser alocadas no mesmo vetor com 0 mesmo grau de
eficiéncia ? Por qué ?

6) Como resolver o problema da representacdo por alocacdo seqiencial
(usando uma regido fixa de memdria) para mais de duas pilhas ?

7) Alteracdo do ET

Alterar a especificacdo do programa ET, apresentado na se¢do 2.2.2,
para aceitar o0 comando cancela palavra, cujo efeito € cancelar a palavra
anterior na linha que estd sendo editada. Por exemplo, se "$' é o
CancelaPalavra, entdo a sequéncia de caracteres NAO CANCELAS$$
CANCELA LINHAS$ PALAVRA corresponde a seqliéncia CANCELA
PALAVRA.

Altere o programa de acordo com a nova especificacdo proposta. Para
testar o programa utilize o texto da pagina 53, com as seguintes al-
teracgQes:

a) insira o caractere $ ap6s a palavra "extras" na terceira linha,

b) insira dois caracteres $$ apos as palavras "Sera que” na penultima
linha do texto.

8) Existem partes de sistemas operacionais que cuidam da ordem em que
0s programas devem ser executados. Por exemplo, em um sistema de
computacdo de tempo-compartilhado (“"time-shared") existe a necessi-
dade de manter um conjunto de processos em uma fila, esperando para
serem executados.

Escreva um programa em Pascal que seja capaz de ler uma série de
solicitacBes para: (i) incluir novos processos na fila de processos; (ii)
retirar da fila o processo com o maior tempo de espera; (iii) imprimir o
conteudo da lista de processos em um determinado momento. Assuma
que cada processo € representado por um registro composto por um
namero identificador do processo. Utilize o tipo abstrato de dados Fila
apresentado na Sec¢do 2.3.

9) Se vocé tem que escolher entre uma representacao por lista encadeada
ou uma representacdo usando posicdes contiguas de meméria para um
vetor, quais informacdes sdo necessarias para vocé selecionar uma
representacao apropriada? Como estes fatores influenciam a escolha da
representacao?
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10) Filas, Simulacéo (Arabe, 1992)

O objetivo deste exercicio é simular os padrbes de aterrissagem e deco-
lagem em um aeroporto. Suponha um aeroporto que possui 3 pistas,
numeradas 1, 2 e 3. Existem 4 (quatro) "prateleiras" de espera para
aterrissagem, duas para cada uma das pistas 1 e 2. Aeronaves que se
aproximam do aeroporto devem se integrar a uma das prateleiras (filas)
de espera, sendo que estas filas devem procurar manter o mesmo
tamanho. Assim que um avido entra em uma fila de aterrissagem, ele
recebe um namero de identificacdo ID e um outro namero inteiro que
indica o numero de unidades de tempo que o0 avido pode permanecer na
fila antes que ele tenha que descer (do contrario seu combustivel
termina e ele cai).

Existem também filas para decolagem, uma para cada pista. Os avifes
que chegam nestas filas também recebem uma identificacdo ID. Estas
filas também devem procurar manter o0 mesmo tamanho.

A cada unidade de tempo, de 0 a 3 aeronaves podem chegar nas filas
de decolagem e de 0 a 3 aeronaves podem chegar nas prateleiras. A
cada unidade de tempo, cada pista pode ser usada para um pouso ou
uma decolagem. A pista 3 em geral sé é usada para decolagens, a nédo
ser que um dos avides nas prateleiras fique sem combustivel, quando
entdo ela deve ser imediatamente usada para pouso. Se apenas uma
aeronave esta com falta de combustivel, ela pousara na pista 3; se mais
de um avido estiver nesta situacdo, as outras pistas poderdo ser
utilizadas (a cada unidade de tempo no maximo 3 avibes poderdo estar
nesta desagradavel situacéo).

Utilize inteiros pares (impares) sucessivos para a ID dos avides che-
gando nas filas de decolagem (aterrissagem). A cada unidade de tempo,
assuma que os avides entram nas filas antes que aterrissagem ou de-
colagens ocorram. Tente projetar um algoritmo que ndo permita o
crescimento excessivo das filas de aterrissagem ou decolagem. Coloque
os avifes sempre no final das filas, que ndo devem ser reordenadas.

A saida do programa deverd indicar o que ocorre a cada unidade de
tempo. Periodicamente imprima:

a) o contetdo de cada fila;

b) o tempo médio de espera para decolagem;

c) o tempo médio de espera para aterrissagem; e

d) o nimero de avides que aterrissam sem reserva de combustivel.

Os itens b e ¢ acima devem ser calculados para os avifes que ja deco-
laram ou pousaram, respectivamente. A saida do programa deve ser
auto-explicativa e facil de entender.
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A entrada poderia ser criada manualmente, mas o melhor é utilizar um
gerador de nimeros aleatérios. Para cada unidade de tempo, a entrada
deve ter as seguintes informacdes:

a) nimero de avides (0-3) chegando nas filas de aterrissagem com
respectivas reservas de combustivel (de 1 a 20 em unidades de
tempo);

b) nimero de avibes (0-3) chegando nas filas de decolagem.

0 que deve ser apresentado:

a) Listagem dos programas em Pascal.
b) Listagem dos testes executados.

c) Descrigdo sucinta (por exemplo, desenho), das estruturas de da-dos
e as decisbes tomadas relativas aos casos e detalhes de espe-
cificagdo que porventura estejam omissos no enunciado.

d) Estudo da complexidade do tempo de execucdo dos procedimentos
implementados e dos programas como um todo (notagdo O).






Capitulo 3

Ordenacao

Os algoritmos de ordenacgdo constituem bons exemplos de como resolver
problemas utilizando computadores. As técnicas de ordenacdo permitem
apresentar um conjunto amplo de algoritmos distintos para resolver uma
mesma tarefa. Dependendo da aplicacdo, cada algoritmo considerado possui
uma vantagem particular sobre os outros. Além disso, os algoritmos ilustram
muitas regras basicas para manipulacao de estruturas de dados.

Ordenar corresponde ao processo de rearranjar um conjunto de objetos
em uma ordem ascendente ou descendente. O objetivo principal da
ordenacdo é facilitar a recuperacdo posterior de itens do conjunto ordenado.
Imagine como seria dificil utilizar um catalogo telefénico se 0os nomes das
pessoas ndo estivessem listados em ordem alfabética. A atividade de colocar
as coisas em ordem estd presente na maioria das aplicacdes onde os objetos
armazenados tém que ser pesquisados e recuperados, tais como dicionarios,
indices de livros, tabelas e arquivos.

Antes de considerarmos os algoritmos propriamente ditos, é necessario
apresentar alguma notagdo. Os algoritmos trabalham sobre os registros de
um arquivo. Apenas uma parte do registro, chamada chave, é utilizada para
controlar a ordenacdo. Além da chave podem existir outros componentes em
um registro, os quais ndo tém influéncia no processo de ordenar, a ndo ser
pelo fato de que permanecem com a mesma chave. A estrutura de dados
registro é a indicada para representar os itens componentes de um arquivo,
conforme ilustra o Programa 3.1.

A escolha do tipo para a chave é arbitraria. Qualquer tipo sobre o qual
exista uma regra de ordenacdo bem-definida pode ser utilizado. As ordens
numérica e alfabética séo as usuais.

Um método de ordenacdo é dito estavel se a ordem relativa dos itens com
chaves iguais mantém-se inalterada pelo processo de ordenacdo. Por
exemplo, se uma lista alfabética de nomes de funcionarios de uma empresa é
ordenada pelo campo salario, entdo um método estavel produz uma lista

69
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type Item =record
Chave : ChaveTipo;
{outros componentes}
end;
Programa 3.1: Estrutura de um item do arquivo

em que os funcionarios com mesmo salario aparecem em ordem alfabética.
Alguns dos métodos de ordenacdo mais eficientes ndo sdo estaveis. Se a es-
tabilidade é importante ela pode ser forcada quando o método é nao-estavel.
Sedgewick (1988) sugere agregar um pequeno indice a cada chave antes de
ordenar, ou entdo aumentar a chave de alguma outra forma.

Os métodos de ordenacdo sdo classificados em dois grandes grupos. Se o
arquivo a ser ordenado cabe todo na memdria principal, entdo o método de
ordenacdo é chamado de ordenacdo interna. Neste caso o nUmero de
registros a ser ordenado € pequeno o bastante para caber em um array do
Pascal. Se o arquivo a ser ordenado ndo cabe na memoria principal e, por
isso, tem que ser armazenado em fita ou disco, entdo o método de ordenacao
¢ chamado de ordenacdo externa. A principal diferenca entre os dois
métodos é que, em um método de ordenacgdo interna, qualquer registro pode
ser imediatamente acessado, enquanto, em um método de ordenacgdo externa,
0s registros sdo acessados seqiiencialmente ou em grandes blocos.

A grande maioria dos métodos de ordenacdo sdo baseados em com-
paracdes das chaves. Os métodos a serem apresentados a seguir sdo deste
tipo. Entretanto, existem métodos de ordenacdo que utilizam o principio da
distribuicdo. Por exemplo, considere o problema de ordenar um baralho
com 52 cartas ndo ordenadas. Suponha que ordenar o baralho implica em
colocar as cartas de acordo com a ordem

A<2<3<-<l0<l)<Q<K

d<O0<V<a.

Para ordenar por distribuicéo, basta seguir os passos abaixo:

1. Distribuir as cartas abertas em 13 montes, colocando em cada monte
todos os ases, todos os dois, todos os trés, ..., todos os reis.

2. Colete os montes na ordem acima (as no fundo, depois os dois, etc.),
até o rei ficar no topo).

3. Distribua novamente as cartas abertas em 4 montes, colocando em
cada monte todas as cartas de paus, todas as cartas de ouros, todas as
cartas de copas e todas as cartas de espadas.
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4. Colete os montes na ordem indicada acima (paus, ouros, copas e espa-
das).

Métodos como o ilustrado acima sdo também conhecidos como ordena-
cao digital, radixsort ou bucketsort. Neste caso ndo existe comparagao entre
chaves. As antigas classificadoras de cartdes perfurados tambem utilizam o
principio da distribuicdo para ordenar uma massa de cartdes. Uma das
dificuldades de implementar este método esté relacionada com o problema
de lidar com cada monte. Se para cada monte nds reservarmos uma area,
entdo a demanda por memdria extra pode se tornar proibitiva. 0 custo para
ordenar um arquivo com n elementos € da ordem de 0(n), pois cada elemento
é manipulado algumas vezes.

0 principal objetivo deste capitulo é apresentar os métodos de ordenagao
mais importantes sob o ponto de vista pratico. Cada método serd apresen-
tado através de um exemplo, e o algoritmo associado sera refinado até o nivel
de um procedimento Pascal executavel. A seguir vamos estudar os principais
métodos de ordenacdo através de comparacdes de chaves.

3.1 Ordenacéo Interna

0 aspecto predominante na escolha de um algoritmo de ordenacao é o tempo
gasto para ordenar um arquivo. Para algoritmos de ordenacdo interna as
medidas de complexidade relevantes contam o nimero de comparagdes entre
chaves e o nimero de movimentagfes (ou trocas) de itens do arquivo. Seja C
uma fungdo de complexidade tal que C(n) é o numero de comparacdes entre
chaves, e seja M uma fungdo de complexidade tal que M(n) é o numero de
movimentagdes de itens no arquivo, onde n é o numero de itens do arquivo.

A quantidade extra de memoria auxiliar utilizada pelo algoritmo é tam-
bém um aspecto importante. 0 uso econdmico da memoria disponivel é um
requisito primordial na ordenagdo interna. Os métodos que utilizam a
estrutura vetor e que executam a permutacdo dos itens no proprio vetor,
exceto para a utilizacdo de uma pequena tabela ou -pilha, séo os preferidos.
Os métodos que utilizam listas encadeadas necessitam n palavras extras de
memodria para os apontadores, e sdo utilizados apenas em algumas situacdes
especiais. Os métodos que necessitam de uma quantidade extra de memdria
para armazenar uma outra cdpia dos itens a serem ordenados possuem menor
importancia.

Os métodos de ordenagdo interna sdo classificados em métodos simples e
métodos eficientes. Os métodos simples sdo adequados para pequenos ar-
quivos e requerem 0(n?) comparagdes, enquanto os métodos eficientes sédo
adequados para arquivos maiores e requerem 0(n log n) comparacdes. Os
métodos simples produzem programas pequenos, faceis de entender, ilus-
trando com simplicidade os principios de ordenagdo por comparagdo. Além
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type Indice = 0..n;

Vetor = array [indice] of Item;
var A : Vetor;

Programa 3.2: Tipos utilizados na implementagado dos algoritmos

do mais, existe um grande nimero de situagbes em que é melhor usar os
métodos simples do que usar os métodos mais sofisticados. Apesar de 0s
métodos mais sofisticados usarem menos comparagdes, estas comparagoes
sdo mais complexas nos detalhes, o que torna 0os métodos simples mais efici-
entes para pequenos arquivos.

Na implementacgéo dos algoritmos de ordenacdo interna, seréo utilizados o
tipo de dados Indice, o tipo de dados Vetor e a varidvel A apresentados no
Programa 3.2. 0 tipo Vetor é do tipo estruturado arranjo, composto por uma
repeticdo do tipo de dados Item apresentado anteriormente no Programa 3.1.
Repare que o indice do vetor vai de 0 até n, para poder armazenar chaves
especiais chamadas sentinelas.

3.1.1 Ordenacao por Selegéo

Um dos algoritmos mais simples de ordenacdo € o método ja apresentado na
Secdo 1.4, cujo principio de funcionamento é o seguinte: selecione o menor
item do vetor e a seguir troque-o com o item que esta na primeira posi¢ao do
vetor. Repita estas duas operacBes com os n — 1 itens restantes, depois com
0s n— 2 itens, até que reste apenas um elemento. 0 método € ilustrado para o
conjunto de seis chaves apresentado na Figura 3.1. As chaves em negrito
sofreram uma troca entre si.

Chaves iniciais:

SorbhwhN

>>>>> 0"
OOoQOQ0Ox o ™
mmMm>XO O w
ZZAoamm m ~
QuVZZ2Z2 Z2 o
TOOO0O0 >» @

Figura 3.1: Exemplo de ordenacdo por selecdo

O Programa 3.3 mostra a implementacdo do algoritmo, para um conjunto
de itens implementado como um tipo Vetor.
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procedure Selegdo (var A : Vetor);
var i, j, Min: Indice;

X : Item;
begin ,
fori:=1ton-1do

begin
Min :=i;

for j := i +1 to n do if Afj].Chave < A[Min)].Chave then Min := j;
x := A[Min]; A[Min] := A[i); A[i] := x;

end;
end;
Programa 3.3: Ordenagio por selegio
Andlise
Cm)=%-3%
M(n) =3(n-1)

O comando de atribuicdo Min := j é executado em média cerca de n log
n vezes, conforme pode ser verificado em Knuth (1973, exercicios 5.2.3.3-6)
. Este valor é dificil de obter exatamente: ele depende do nimero de vezes que
c, € menor do que todas as chaves anteriores c,, C,, ..., quando estamos
percorrendo as chaves ¢y, Cy, ..., C, .

0 algoritmo de ordenacdo por selecdo é um dos métodos de ordenacao
mais simples que existem. Além disso, 0 método possui um comportamento
espetacular quanto ao numero de movimentos de registros, cujo tempo de
execucdo é linear no tamanho da entrada, o que é muito dificil de ser batido
por qualquer outro meétodo. Conseqglientemente, este é o algoritmo a ser
utilizado para arquivos com registros muito grandes. Em condi¢des normais,
com chaves do tamanho de uma palavra, este método é bastante interessante
para arquivos com até 1000 registros.

Como aspectos negativos cabe registrar que: (i) o fato do arquivo ja estar
ordenado ndo ajuda em nada pois o custo continua quadratico; (ii) o
algoritmo ndo € estavel, pois ele nem sempre deixa 0s registros com chaves
iguais na mesma posicao relativa.

3.1.20rdenacdao por Insercgao

Este é 0 método preferido dos jogadores de cartas. Em cada passo, a partir
de i=2, o i-ésimo item da sequéncia fonte é apanhado e transferido para a
sequéncia destino, sendo inserido no seu lugar apropriado. O método
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é ilustrado para as mesmas seis chaves utilizadas anteriormente, conforme
apresentado na Figura 3.2. As chaves em negrito representam a sequéncia
destino.

1 2 3 4 5 6

Chavesiniciaiss O R D E N A
i=2 O R D E N A
i=3 D O R E N A
i=4 D E O R N A4
i=5 D E N O R 4
i=6 A D EN OR

Figura 3.2: Exemplo de ordenacéo por insergao

0 Programa 3.4 mostra a implementa¢do do algoritmo, para um conjunto
de itens implementado como um tipo Vetor. A colocacdo do item no seu lugar
apropriado na seqléncia destino é realizada movendo-se itens com chaves
maiores para a direita e entdo inserindo o item na posicdo deixada vazia.
Neste processo de alternar comparacGes e movimentos de registros existem
duas condig0es distintas que podem causar a terminagéo do processo: (i) um
item com chave menor que o item em consideracdo é encontrado; (ii) o final
da sequéncia destino ¢ atingido a esquerda. A melhor solugdo para a situagédo
de um anel com duas condicdes de terminacdo é a utilizacdo de um registro
sentinela: na posicdo zero do vetor colocamos o proprio registro em
consideracgdo. Para tal o indice do vetor tem que ser estendido para 0..n.

Anélise

No anel mais interno, na i-ésima iteracéo o valor de C; é:

melhor caso: Ci(n) =1
pior caso  : Ci(n) =1

caso médio : Cy(n) = 1/i(1+2+.--+i) =41

assumindo que todas as permutacdes de n sdo igualmente proviveis para o
caso médio. Logo, o niimero de comparagdes é igual a

melhor caso: C(n)=(14+14+:--+1)=n-1
piorcaso :C(n)=(2+3+ - 4n)=2 421
n

2
caso médio :C(n):%(3+4+...+n+1)={_+37n_1
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procedure Insergdo (var A : Vetor);
var i, j : Indice;
x : Item;
begm
for i:= 2 ton do
begin
x:= Afi];
ji=1-1; :
Af0] := x; {— sentinela —}
while x.Chave < A[j].Chave do
begin
AD+1] = Ab])
i=i-1
end;
Afj+1] :=x;
end;
end;

Programa 3.4: Ordenagdo por insergio

O niimero de movimentagdes na ¢-ésima iteragio € igual a
Mi(n)=Ci(n)—14+3= Ci(n) + 2
Logo, o nimero de movimentos ¢ igual a

melhor caso: M(n)=(34+3+---+3)=3(n-1)
pior caso : M(n)=(4+5+-- +n+2)——- +32 -
caso médio :M(n)=(1/2)(5+6+'“+n+3)=72'+uTn"3

O numero minimo de comparag¢des e movimentos ocorre quando o0s itens
estdo originalmente em ordem, e 0 nimero maximo ocorre quando 0s itens
estdo originalmente na ordem reversa, o que indica um comportamento na-
tural para o algoritmo. Para arquivos ja ordenados o algoritmo descobre a
um custo 0(n) que cada item j& estd no seu lugar. Logo, o método da
insercdo é o método a ser utilizado quando o arquivo esta "quase" ordenado. E
também um bom método quando se deseja adicionar uns poucos itens a um
arquivo ja ordenado e depois obter um outro arquivo ordenado: neste caso 0
custo é linear. O algoritmo de ordenacdo por insercdo € quase tdo simples
guanto o algoritmo de ordenacdo por selecdo. Além disso, o método de
ordenacgdo por insercdo é estavel, pois ele deixa 0s registros com chaves
iguais na mesma posicao relativa.
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3.1.3 Shellsort

Shell (1959) prop6s uma extensdo do algoritmo de ordenacdo por inser¢do. O
método da insergdo troca itens adjacentes quando estd procurando o ponto
de insercdo na sequéncia destino. Se 0 menor item estiver na posicdo mais a
direita no vetor entdo o numero de comparagfes e movimentacdes € igual a
n — 1 para encontrar o seu ponto de insergéo.

O método de Shell contorna este problema permitindo trocas de registros
que estdo distantes um do outro. Os itens que estdo separados h posi¢cdes sdo
rearranjados de tal forma que todo h-ésimo item leva a uma seqliéncia
ordenada. Tal seqliéncia é dita estar h-ordenada. A Figura 3.3 mostra como
um arquivo de seis itens é ordenado usando os incrementos 4, 2, e 1 para h.

1 2 3 4 5 6

Chavesiniciaiss O R D E N A
h=4 N A D E O R
h=2 D A N E O R
h=1 A D E N O R

Figura 3.3: Exemplo de ordenacéo usando Shellsort

Na primeira passada (h = 4), 0 O é comparado com o N (posicdes 1 e 5) e
trocados; a seguir o R é comparado com o A (posicdes 2 e 6) e trocados. Na
segunda passada (h = 2), N, D e O, nas posicdes 1, 3 e 5, sdo rearranjados
para resultar em D, N e O nestas mesmas posi¢Bes; da mesma forma A, E e
R, nas posicdes 2, 4 e 6, sdo comparados e mantidos nos seus lugares. A
altima passada (h = 1) corresponde ao algoritmo de insercdo: entretanto,
nenhum item tem que se mover para posicfes muito distantes.

Vérias sequéncias para h tém sido experimentadas. Knuth (1973, p.95)
mostrou experimentalmente que a escolha do incremento para h, mostrada
abaixo, é dificil de ser batida por mais de 20% em eficiéncia no tempo de
execucao:

h(s) =3h(s—1)+1, paras>1
h(s) =1, para s = 1.

A seqléncia para h corresponde a 1, 4, 13, 40, 121, 364, 1093, 3280, .... O
Programa 3.5 mostra a implementacdo do algoritmo, para a sequéncia
mostrada acima. Observe que ndo foram utilizados registros sentinelas
porque teriamos que utilizar h sentinelas, uma para cada h-ordenacdes.

Analise

A razdo pela qual este método é eficiente ainda ndo é conhecida, porque
ninguém ainda foi capaz de analisar o algoritmo. A sua andlise contém al-
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procedure Shellsort (var A : Vetor);

label 999;
var i, j, h : integer;
x : Item;
begin
h:=1;
repeat h := 3%« h +1 until h > n;
repeat
h := h div 3;
fori:=h +1 tondo
begin
x := Ali];
=3
while A[j — h]).Chave > x.Chave do
begin
A = AJj - bl
j=]-h;
if j < h then goto 999;
end;
999 : Afj] := x;
end;
until h = 1;

end;

Programa 3.5: Algoritmo Shellsort

guns problemas matematicos muito dificeis, a comecar pela propria seqiiéncia
de incrementos: 0 pouco que se sabe é que cada incremento ndo deve ser
multiplo do anterior. Para a seqiiéncia de incrementos utilizada no Pro-
grama 3.5 existem duas conjeturas para o nimero de comparacdes, a saber:

Conjetura 1 : C(n) = O(n!?%)
Conjetura 2 : C(n) = O(n(ln n)?)

Shellsort é uma 6tima opc¢éo para arquivos de tamanho moderado (da
ordem de 5000 registros), mesmo porgue sua implementacdo é simples e
requer uma quantidade de cddigo pequena. Existem métodos de ordenacao
mais eficientes, mas sdo também muito mais complicados para implementar.
O tempo de execucdo do algoritmo € sensivel & ordem inicial do arquivo.
Além disso 0 método nao é estavel, pois ele nem sempre deixa registros com
chaves iguais na mesma posicdo relativa.
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3.1.4 Quicksort

Quicksort é o algoritmo de ordenacdo interna mais rapido que se conhece
para uma ampla variedade de situacdes, sendo provavelmente mais utilizado
do que qualquer outro algoritmo. O algoritmo foi inventado por C. A. R.
Hoare em 1960, quando visitava a Universidade de Moscou como estudante.
O algoritmo foi publicado mais tarde por Hoare (1962), ap6s uma série de
refinamentos.

A idéia basica é a de partir o problema de ordenar um conjunto com
n itens em dois problemas menores. A seguir, 0s problemas menores séo
ordenados independentemente e depois os resultados sdo combinados para
produzir a solucdo do problema maior.

A parte mais delicada deste método € relativa ao procedimento particao,
0 qual tem que rearranjar o vetor A[Esq..Dir] através da escolha arbitraria
de um item x do vetor chamado pivd, de tal forma que ao final o vetor A esta
particionado em uma parte esquerda com chaves menores ou iguais a x
e uma parte direita com chaves maiores ou iguais a X.

Este comportamento pode ser descrito pelo seguinte algoritmo:

1. escolha arbitrariamente um item do vetor e coloque-o em z;

2. percorra o vetor a partir da esquerda até que um item Afi] > z é
encontrado; da mesma forma percorra o vetor a partir da direita até
que um item A[j] < z é encontrado;

3. como os dois itens A[i] e A[j] estdo fora de lugar no vetor final entdo
troque-os de lugar;

4. continue este processo até que os apontadores ¢ e j se cruzem em algum
ponto do vetor.

Ao final o vetor A[Esq..Dir] estd particionado de tal forma que:

e os itens em A[Esq], A[Esq + 1],..., A[j] sio menores ou iguais a ,
e os itens em A[i], A[i +1],..., A[Dir] sdo maiores ou iguais a z.

O método € ilustrado para o conjunto de seis chaves apresentado na Fi-
gura 3.4. O item z ¢ escolhido como sendo A[(i+;)div2]. Como inicialmente
i=1ej =6, entdo z = A[3] = D, o qual aparece em negrito na segunda
linha da mesma figura. A varredura a partir da posicdo 1 para no item O e a
varredura a partir da posicdo 6 para no item A, sendo os dois itens trocados,
como mostrado na terceira linha da Figura 3.4. A seguir a varredura a partir
da posi¢do 2 para no item R e a varredura a partir da posicdo 5 para no
item D, e entdo os dois itens sdo trocados, como mostrado na quarta linha.
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1 2 3 4 5 6
O R D E N A
A R D E N O
A D R E N O

Figura 3.4: Partigido do vetor

procedure Particdo (Esq, Dir : fndice; vari, j: fndice);
var x, w : Item;
begin
i := Esq; j := Dir;
x := A[(i+]) div 2]; {— obtém o pivé x —}
repeat
while x.Chave > A[i].Chave do i := i+1;
while x.Chave < Alj].Chave do j := j—1;
ifi<j
then begin
w = Afi]; Afi] := A[j]; Afj] :=w;
Li=i+1;j:=j-1
end;
until i > j;
end;

Programa 3.6: Procedimento Particao

Neste momento 7 e j se cruzam (3 = 3 e j = 2), 0 que encerra o0 processo de
particao.

O Programa 3.6 mostra a implementagio do procedimento Particao, onde
Esq e Dir sao apontadores para delimitar o subvetor dentro do vetor original
A, o qual deve ser particionado. Os indices 7 e 7 retornam as posi¢oes finais
das particoes, onde A[Esq], A[Esq + 1],... A[j] sdo menores ou iguais ao
pivd z, e Ali], A[t + 1],..., A[Dir] sdo maiores ou iguais a z. O vetor A4 é
considerado global ao procedimento partigdo.

Observe que o anel interno do procedimento partigdo consiste apenas em
incrementar um apontador e comparar um item do vetor contra um valor
fixo em x. Este anel é extremamente simples, razio pela qual o algoritmo
Quicksort é tao rapido.

Apés obter os dois pedagos do vetor através do procedimento particio,
cada pedaco é ordenado recursivamente. O refinamento final do procedi-
mento Quicksort é mostrado no Programa 3.7. O procedimento Ordena é
recursivo, e o vetor A é global aos procedimentos partigido e ordena.

A Figura 3.5 ilustra o que acontece com o vetor exemplo em cada cha-
mada recursiva do procedimento ordena. Cada linha mostra o resultado do
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procedure Quicksort (var A : Vetor);
{— Entre aqui o procedimento partigdo (Programa 3.6) —}
procedure Ordena (Esq, Dir : Indice);
var i, j : Indice;
begin
parti¢do (Esq, Dir, i, j);
if Esq < ) then Ordena (Esq, j);
if i < Dir then Ordena (i, Dir);
end;
begin
Ordena (1, n);
end;

Programa 3.7: Procedimento Quicksort

procedimento parti¢do, onde o pivé é mostrado em negrito.

Chaves iniciais: 0 R D E N A
1 A D E N O
2 A D
3 R N O
4 N R O
5 0O R
A D E N O R

Figura 3.5: Exemplo de ordenacdo usando Quicksort

Analise

Uma caracteristica interessante do Quicksort é a sua ineficiéncia para ar-
quivos ja ordenados quando a escolha do pivd é inadequada. Por exemplo, a
escolha sistematica dos extremos de um arquivo ja ordenado leva ao seu pior
caso. Neste caso, as particbes serdo extremamente desiguais, € 0 pro-
cedimento Ordena serda chamado recursivamente n vezes, eliminando apenas
um item em cada chamada. Esta situagdo é desastrosa pois o numero de
comparacgdes passa a cerca de n?/2, e o tamanho da pilha necessaria para as
chamadas recursivas é cerca de n. Entretanto, o pior caso pode ser evitado
através de pequenas modificagbes no programa, conforme veremos mais
adiante.
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A melhor situacdo possivel ocorre quando cada particdo divide o arquivo
em duas partes iguais. Logo,

C(n) =2C(n/2) +n

onde C(n/2) representa o custo de ordenar uma das metades e n é o custo
de examinar cada item. A solu¢do para esta recorréncia é
C(n) —1,4n logn

o0 que significa que em média o tempo de execugdo do Quicksort é O(n log n).

Quicksort é extremamente eficiente para ordenar arquivos de dados. O
método necessita de apenas uma pequena pilha como memoria auxiliar, e
requer cerca de n log n operagdes em média para ordenar n itens. Como
aspectos negativos cabe ressaltar que: (i) a versdo recursiva do algoritmo
tem um pior caso que é 0(n?) operacdes; (ii) a implementagdo do algoritmo é
muito delicada e :dificil: um pequeno engano pode levar a efeitos inesperados
para algumas entradas de dados; (iii) 0 método ndo é estavel.

Uma vez que se consiga uma implementagdo robusta para o Quicksort,
este deve ser o algoritmo preferido para a maioria das aplicagbes. No caso
de se necessitar de um programa utilitario para uso freqiiente, entdo vale a
pena investir na obtencdo de uma implementacdo do algoritmo. Por exemplo,
como evitar o pior caso do algoritmo? A melhor solugdo para este caso €
escolher trés itens quaisquer do arquivo e usar a mediana dos trés como o
item divisor na particéo.

3.1.5 Heapsort

Heapsort € um método de ordenacdo cujo principio de funcionamento é o
mesmo principio utilizado para a ordenacao por selecdo, a saber: selecione o
menor item do vetor e a seguir troque-o com o item que esta na primeira
posicdo do vetor; repita estas duas operacdes com os n — 1 itens restantes,
depois com os n — 2 itens, e assim sucessivamente.

0 custo para encontrar 0 menor (ou 0 maior) item entre n itens custa n —
1 comparag0es. Este custo pode ser reduzido através da utilizagdo de uma
estrutura de dados chamada fila de prioridades. Devido a enorme
importancia das filas de prioridades para muitas aplicacdes (inclusive or-
denacdo), a proxima sec¢do sera dedicada ao seu estudo.

Filas de Prioridades

No estudo de listas lineares, no Capitulo 2, vimos que a operagdo de desem-
pilhar um item de uma pilha retira o Gltimo item inserido (0 mais novo), e a
operacgdo de desenfileirar um item de uma fila retira o primeiro item inserido
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(o mais velho). Em muitas situacdes é necessario uma estrutura de dados que
suporte as operacGes de inserir um novo item e retirar o item com a maior
chave. Tal estrutura de dados é chamada fila de prioridades, porque a chave
de cada item reflete sua habilidade relativa de abandonar o conjunto de itens
rapidamente.

Filas de prioridades sdo utilizadas em um grande namero de aplicagdes.
Sistemas operacionais usam filas de prioridades, onde as chaves representam o
tempo em que eventos devem ocorrer. Alguns métodos numéricos iterativos
sdo baseados na sele¢do repetida de um item com maior (menor) valor.
Sistemas de geréncia de memdria usam a técnica de substituir a pagina me-
nos utilizada na memdria principal do computador por uma nova pagina.

As operag¢Bes mais comuns sobre o tipo fila de prioridades sdo: adicionar
um novo item ao conjunto e extrair o item do conjunto que contenha o maior
(menor) valor. Entretanto, filas de prioridades permitem a execucdo de um
grande nimero de operacdes de forma eficiente. Um tipo abstrato de dados
Fila de Prioridades, contendo registros com chaves numéricas (prioridades),
deve suportar algumas das seguintes operacdes:

1. Constroi uma fila de prioridades a partir de um conjunto com n itens.
2. Insere um novo item.

3. Retira o item com maior chave.

4. Substitui o maior item por um novo item, a ndo ser que 0 novo item
seja maior.
5. Altera a prioridade de um item.

6. Remove um item qualquer.
7. Ajunta duas filas de prioridades em uma Unica.

A Unica diferenca entre a operacao substitui e as operagdes encadeadas
insere/retira é que as operacdes encadeadas fazem com que a fila de priori-
dades aumente temporariamente de tamanho. A operagdo constroi é equi-
valente ao uso repetido da operacdo insere, e a operacao altera é equivalente
a operacdo remove seguida de insere.

Uma representacdo 6bvia para uma fila de prioridades é uma lista linear
ordenada. Neste caso Constroi leva tempo O(n log n), insere é 0(n) e retira é 0(
1). Outra representacdo é através de uma lista linear ndo ordenada, na qual a
operagdo constrdi tem custo linear, insere € 0(1), retira é 0(n) e ajunta é 0(1)
para implementacdes através de apontadores e 0(n) para implementacdes
através de arranjos, onde n representa o tamanho da menor fila de
prioridades.
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Filas de prioridades podem ser melhor representadas por estruturas de
dados chamadas heaps. A operagdo constroi tem custo linear, e insere, retira,
substitui e altera tem custo logaritmico. Para implementar a operagdo ajunta
de forma eficiente e ainda preservar um custo logaritmico para as operagdes
insere, retira, substitui e altera é necessario utilizar estruturas de dados mais
sofisticados, tais como arvores binomiais (Vuillemin, 1978).

Qualquer algoritmo para filas de prioridades pode ser transformado em
um algoritmo de ordenacdo, através do uso repetido da operagdo insere para
construir a fila de prioridades, seguido do uso repetido da operacao retira
para receber os itens na ordem reversa. Neste esquema, o uso de listas
lineares ndo ordenadas corresponde ao método da selegdo; o uso de listas
lineares ordenadas corresponde ao método da inser¢do; o uso de heaps
corresponde ao método Heapsort.

Heaps

Uma estrutura de dados eficiente para suportar as operagdes constrdi, insere,
retira, substitui e altera é o heap, proposta por Williams (1964). Um heap é
definido como uma seqiiéncia de itens com chaves

c[1], c[2], ... , [

n] tal que

c[i] > c[2i]
c[i] > c[2i + 1]

para todo i =1, 2, ..., n/2. Esta ordem pode ser facilmente visualizada se a
seqliéncia de chaves for desenhada em uma arvore binaria, onde as linhas que
saem de uma chave levam a duas chaves menores no nivel inferior, conforme
ilustra a Figura. 3.6. Esta estrutura € conhecida como uma arvore binéria
completal: o primeiro nodo é chamado raiz, os nodos abaixo de cada nodo
sdo chamados nodos filhos, e 0 nodo acima de cada nodo é chamado nodo
pai. Um estudo mais detalhado de arvores seréa apresentado no Capitulo 4.

Observe que as chaves na arvore da Figura 3.6 satisfazem a condicdo do
heap: a chave em cada nodo € maior do que as chaves em seus filhos, se eles
existirem. Conseqglientemente, a chave no nodo raiz é a maior chave do
conjunto.

‘Uma arvore binaria completa é uma arvore hinaria com os nodos numerados de 1 a n, onde o nodo Lk/2
j € 0 pai do nodo k, para 1 < k < n. Em outras palavras, em uma arvore binaria completa 0s nodos externos
aparecem em dois niveis adjacentes e os nodos no nivel mais baixo estéo posicionados mais a esquerda.
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Figura 3.6: Arvore binéria completa

Uma arvore binaria completa pode ser representada por um array,
conforme ilustra a Figura 3.7. Esta representagcdo é extremamente compacta
e, além disso, permite caminhar pelos nodos da arvore facilmente: os filhos
de um nodo i estdo nas posi¢Bes 2i e 2i + 1 (caso existam), e o pai de um
nodo i esta na posicéo i div 2.

1 2 3 4 5 6 7
S R O F N A D

Figura 3.7: Arvore binaria completa representada por um arranjo

Um heap € uma arvore binéaria completa na qual cada nodo satisfaz a
condicdo do heap apresentada acima. No caso da representacdo do heap por
um arranjo, a maior chave esta sempre na posi¢cdo 1 do vetor. Os algoritmos
para implementar as operacBes sobre o heap operam ao longo de um dos
caminhos da arvore, a partir da raiz até o nivel inferior da arvore.

Heapsort

O primeiro passo é construir o heap. Um método elegante e que ndo necessita
de memg¢ria auxiliar alguma foi apresentado por Floyd (1964). Dado um
vetor A[1], A[2],..., Aln], os itens A[n/2 + 1], A[n/2 + 2],..., A[n] formam
um heap, porque neste intervalo do vetor nio existem dois indices 7 e j tais
que j=2iouj=2i+1.

No caso das chaves iniciais da Figura 3.8, os itens de A[4] a A[7] formam
a parte inferior da 4rvore bindria associada, onde nenhuma relagido de ordem
é necessaria para formarem um heap. A seguir o heap é estendido para a
esquerda (Esq = 3), englobando o item A[3], pai dos itens A[6] e A[7].
Neste momento a condigdo do heap é violada, e os itens D e S sdo trocados,
conforme ilustra a segunda linha da Figura 3.8. A seguir, o heap é novamente
estendido para a esquerda (Fsq = 2) incluindo o item R, passo que ndo
viola a condicdo do heap. Finalmente, o heap é estendido para a esquerda
(Esq = 1), incluindo o item O, e os itens O e S sdo trocados, encerrando o
processo.
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1 2 3 4 5 6 7

Chavesiniciais: O R D E N A S
Esq=3 O R §S E N A D
Esq =2 O R 8§ E N A D
Esq=1 S R O F N A D

Figura 3.8: Construgdo do heap

O Programa 3.8 mostra a implementagao do algoritmo para construir o
heap. O procedimento Refaz reconstréi o heap conforme descrito acima.

procedure Constréi (var A : Vetor);
var Esq : Indice;

procedure Refaz (Esq, Dir : Indice; var A : Vetor);
label 999; '
var i,j: Indice;
x : Item;
begin
i:=Esq;j:=2+*i
x 1= Ali];
while j < Dir do
begin
if j < Dir
then if A[j].Chave < A[j+1].Chave then j := j+1;
if x.Chave > Alj].Chave then goto 999;

Afi] := Alj];
i=jj:=2%*1i
end;
999 : Afi] := x;
end;

begin {— Constréi —}
Esq := (n div 2) +1;
while Esq > 1 do
begin .
Esq := Esq —1;
Refaz (Esq, n, A);
end;
end;

Programa 3.8: Procedimento para construir o heap
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A partir do heap obtido pelo procedimento Constréi, pega-se o item na
posicdo 1 do vetor (raiz do heap) e troca-se com o item que estd na posi¢do n
do vetor. A seguir, basta usar o procedimento Refaz para reconstituir o heap
para os itens A[1], A[2], ..., A[n -1]. Repita estas duas opera¢cfes com 0S n
— 1 itens restantes, depois com 0s n — 2 itens, até que reste apenas um item.
Este método é exatamente o que o Heapsort faz, conforme ilustra a Figura 3.
9. 0 caminho seguido pelo procedimento Refaz para reconstituir a condigdo
do heap estd em negrito. Por exemplo, apds a troca dos itens S e D na
segunda linha da Figura 3.9, o item D volta para a posicdo 5 apds passar
pelas posicdes 1 e 2.

1 2 3 4 5 6 7
S R O E N A D
R N O F D A S
O N A E D R
N E A D O

E D A N

D A E

A D

Figura 3.9: Exemplo de ordenagédo usando Heapsort

O Programa 3.9 mostra a implementacdo do algoritmo, para um conjunto
de itens implementado como um tipo Vetor.

Analise

A primeira vista o algoritmo n&o parece eficiente, pois as chaves sdo mo-
vimentadas varias vezes. Entretanto, o procedimento Refaz gasta cerca de
log n operacgdes, no pior caso. Logo, Heapsort gasta um tempo de execucao
proporcional a n log n no pior caso!

Heapsort ndo é recomendado para arquivos com poucos registros, por
causa do tempo necessario para construir o heap, bem como porque o anel
interno do algoritmo € bastante complexo, se comparado com o anel interno
do Quicksort. De fato, Quicksort €, em média, cerca de duas vezes mais
rapido que o Heapsort. Entretanto, Heapsort € melhor que o Shellsort para
grandes arquivos. Um aspecto importante a favor do Heapsort é que o seu
comportamento é O(n log n), qualquer que seja a entrada. Aplicacdes que
ndo podem tolerar eventualmente um caso desfavoravel devem usar o
Heapsort. Um aspecto negativo sobre o Heapsort é que o método ndo €
estavel.
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procedure Heapsort (var A : Vetor);
var Esq, Dir : Indice;
X : Item;

{— Entra aqui o procedimento Refaz do Programa 3.8 —}

begin

f—— constrdi o heap —}

Esq := (n div 2) +1; -

Dir :=n;

while Esq > 1 do
begin
Esq := Esq —1;
Refaz (Esq, Dir, A);
end;

{— ordena o vetor —}
while Dir > 1 do

end;
end;

Programa 3.9: Procedimento Heapsort

3.1.6 Comparacdo Entre os Métodos

A ordenacdo interna é utilizada quando todos os registros do arquivo ca-bem
na memdria principal. Neste capitulo apresentamos cinco métodos de
ordenacdo interna através de comparacao de chaves. Foram estudados dois
métodos simples (Selecdo e Insercdo) que requerem 0(n?) comparacgdes e trés
métodos eficientes (Shellsort, Quicksort e Heapsort) que requerem 0(n log n)
comparacdes (apesar de ndo se conhecer analiticamente o comportamento do
Shellsort, ele é considerado um método eficiente).

As Tabelas 3.1, 3.2 e 3.3 apresentam quadros comparativos do tempo
total real para ordenar arranjos com 500, 5.000, 10.000 e 30.000 registros na
ordem aleatéria, na ordem ascendente e na ordem descendente, respectiva-
mente. Em cada tabela, 0 método que levou menos tempo real para executar
recebeu o valor 1 e os outros receberam valores relativos a ele. Assim, na
Tabela 3.1, o Shellsort levou o dobro do tempo do Quicksort para ordenar
30.000 registros.
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500 | 5000 | 10000 | 30000
Insercéo 113 87 161 -
Selecdo 16.2 124 228
Shellsort 1.2 1.6 17 2
Quicksort 1 1 1 1
Heapsort 15 16 1.6 16

Tabela 3.1: Ordem aleat6ria dos registros

500 | 15000 | 110000 | 30000

Insercéo 1 1 1 1
Selegdo 128 | 1524 | 3066 -
Shellsort 3.9 6.8 7.3 8.1
Quicksort 4.1 6.3 6.8 7.1

Heapsort 12.2 | 20.8 22.4 24.6

Tabela 3.2: Ordem ascendente dos registros

500 | 5000 | 10000 | 30000
Insercdo 40.3 305 575 -
Selecéo 29.3 221 417 -

Shellsort 15 15 1.6 16
Quicksort 1 1 1 1
Heapsort 25 2.7 2.7 29

Tabela 3.3: Ordem descendente dos registros

A seguir, apresentamos algumas observagdes sobre cada um dos métodos.
1. Shellsort, Quicksort e Heapsort tém a mesma ordem de grandeza.

2. O Quicksort é 0 mais rapido para todos os tamanhos aleat6rios expe-
rimentados.

3. A relacdo Heapsort/Quicksort se mantém constante para todos os ta-
manhos, sendo 0 Heapsort mais lento.

4. A relacdo Shellsort/Quicksort aumenta a medida que o nimero de ele-
mentos aumenta; para arquivos pequenos (500 elementos) o Shellsort é
mais rapido que o Heapsort, porém quando o tamanho da entrada cresce,
esta relacdo se inverte.

5. O Insercdo é o mais rapido para qualquer tamanho se os elementos estdo
ordenados; este é seu melhor caso, que é 0(n). Ele é o mais lento para
qualquer tamanho se os elementos estdo em ordem descendente; este € 0
seu pior caso.
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6. Entre os algoritmos de custo 0(n?) o Insercdo é melhor para todos os
tamanhos aleatérios experimentados.

A Tabela 3.4 mostra a influéncia da ordem inicial do arquivo sobre cada
um dos trés métodos mais eficientes. Ao observar a tabela podemos notar
que:

Shellsort Quicksort Heapsort
5000 | 10000 | 30000 | 5000 | 10000 | 30000 | 5000 | 10000 | 30000
Asc 1 1 1 1 1 1 1.1 1.1 1.1
Des | 15 1.6 15 1.1 1.1 1.1 1 1 1
Ale 29 31 3.7 1.9 2.0 2.0 1.1 1 1

Tabela 3.4: Influéncia da ordem inicial

1. O Shellsort é bastante sensivel a ordenacdo ascendente ou descendente
da entrada; para arquivos do mesmo tamanho executa mais rapido se o
arquivo estiver ordenado do gue se os elementos forem aleatérios.

2. O Quicksort é sensivel a ordenagdo ascendente ou descendente da en-
trada; para arquivos do mesmo tamanho executa mais rapido se o
arquivo estiver ordenado do que se os elementos forem aleatérios. Ele
é 0 mais rapido para qualquer tamanho se os elementos estdo em ordem
ascendente.

3. O Heapsort praticamente ndo é sensivel a ordenacdo da entrada; para
arquivos do mesmo tamanho executa 10% mais rapido se o arquivo
estiver ordenado do que se 0s elementos forem aleatérios.

O método da Insercdo é o mais interessante para arquivos com menos do
que 20 elementos, podendo ser mais eficiente do que algoritmos que tenham
comportamento assintético mais eficiente. O método é estavel e seu compor-
tamento é melhor do que outro método estavel muito citado na literatura, o
Bubblesort ou método da bolha. Além disso, sua implementcédo é tdo simples
quanto 'as implementacdes do Bubblesort e Sele¢do. Para arquivos ja
ordenados o método é 0(n): quando se deseja adicionar alguns elementos a
um arquivo ja ordenado e depois obter um outro arquivo ordenado o custo é
linear.

O método da Selecdo somente é vantajoso quanto ao nimero de movi-
mentos de registros, que € 0(n). Logo, ele deve ser usado para arquivos com
registros muito grandes, desde que o tamanho do arquivo ndo seja maior do
que 1.000 elementos.

O Shellsort é 0 método a ser escolhido para a maioria das aplicagdes por
ser muito eficiente para arquivos de até 10.000 elementos. Mesmo para
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arquivos grandes o método é cerca de apenas duas vezes mais lento do que o
Quicksort. Sua implementacdo é simples e facil de colocar funcionando
corretamente e geralmente resulta em um programa pequeno. Ele ndo possui
um pior caso ruim e quando encontra um arquivo parcialmente ordenado
trabalha menos.

O Quicksort € o algoritmo mais eficiente que existe para uma grande
variedade de situaces. Entretanto, € um método bastante fragil no sentido
de que qualquer erro de implementagdo pode ser dificil de ser detectado. O
algoritmo € recursivo, o que demanda uma pequena quantidade de memoéria
adicional. Além disso, seu desempenho é da ordem de O(n?) operagdes no
pior caso.

Uma vez que se consiga uma implementacéo robusta, o Quicksort deve
ser o0 método a ser utilizado. 0 principal cuidado a ser tomado é com relacao
escolha do pivd. A escolha do elemento do meio do arranjo melhora muito o
desempenho quando o arquivo esta total ou parcialmente ordenado, e o pior
caso nestas condi¢Bes tem uma probabilidade muito remota de ocorrer
quando os elementos forem aleatérios. A melhor solucdo para tornar o pior
caso mais improvavel ainda é escolher ao acaso uma pequena amostra do
arranjo e usar a mediana da amostra como pivd na particdo. Geralmente se
usa a mediana de uma amostra de trés elementos. Além de tornar o pior
caso muito mais improvavel esta solugdo melhora o caso médio ligeiramente.

Outra importante melhoria para o desempenho do Quicksort é evitar
chamadas recursivas para pequenos subarquivos, através da chamada de um
método de ordenacdo simples, como o método da Insercdo. Para tal, basta
colocar um teste no inicio do procedimento recursivo Ordena do Pro-grama
3.7 para verificar o tamanho do subarquivo a ser ordenado: para arquivos
com menos do que 25 elementos o algoritmo da Insercdo deve ser chamado (
a implementacdo do algoritmo da Insercdo deve ser alterada para aceitar
parametros indicando os limites do subarquivo a ser ordenado). A melhoria
no desempenho é significativa, podendo chegar a 20% para a maio-ria das
aplicacdes (Sedgewick, 1988).

O Heapsort é um método de ordenacdo elegante e eficiente. Apesar de
possuir um anel interno relativamente complexo, que o torna cerca de duas
vezes mais lento do que o Quicksort, ele ndo necessita nenhuma memdria
adicional. Além disso, ele executa sempre em tempo proporcional a n log n,
qualquer que seja a ordem inicial dos elementos do arquivo de entrada.
Aplicagdes que ndo podem tolerar eventuais variagdes no tempo esperado de
execugédo devem usar o Heapsort.

Finalmente, quando os registros do arquivo A[1], A[2], ..., A[n] sd&o muito
grandes é desejavel que o método de ordenacdo realize apenas n movimentos
dos registros, através do uso de uma ordenacdo indireta. Isto pode ser
realizado através da utilizacdo de um arranjo P[1], P[2], ..., P[n] de aponta-
dores, um apontador para cada registro: os registros somente sdo acessados
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para fins de comparagOes e toda movimentacgdo é realizada apenas sobre 0s
apontadores. Ao final P[1] contém o indice do menor elemento de A, P[2]
contém o indice do segundo menor elemento de A, e assim sucessivamente.
Esta estratégia pode ser utilizada para qualquer dos métodos de ordenacdo
interna vistos anteriormente. Sedgewick (1988) mostra como implementar
esta estratégia para o método da Insercdo e para aplicacbes de filas de
prioridades usando Heaps.

3.2 Ordenacédo Externa

A ordenacdo externa envolve arquivos compostos por um namero de regis-
tros que é maior do que a memoria interna do computador pode armazenar.
Os métodos de ordenagdo externa sdo muito diferentes dos métodos de or-
denagdo interna. Em ambos 0s casos o problema é 0 mesmo: rearranjar 0s
registros de um arquivo em ordem ascendente ou descendente. Entre-tanto,
na ordenacdo externa as estruturas de dados tém que levar em conta o fato de
gue os dados estdo armazenados em unidades de memoria externa,
relativamente muito mais lentas do que a mem@ria principal.

Nas memorias externas, tais como fitas, discos e tambores magnéticos,
0s dados sdo armazenados como um arquivo seqlencial, onde apenas um
registro pode ser acessado em um dado momento. Esta é uma restricdo forte
se comparada com as possibilidades de acesso da estrutura de dados do tipo
vetor. Consequientemente, os métodos de ordenagdo interna apresentados na
Secdo 3.1 sdo inadequados para ordenacdo externa, e entdo ténicas de
ordenacdo completamente diferentes tém que ser usadas. Existem trés im-
portantes fatores que fazem os algoritmos para ordenacéo externa diferentes
dos algoritmos para ordenacéo interna, a saber:

1. O custo para acessar um item é algumas ordens de grandeza maior do
que os custos de processamento na memdaria interna. O custo principal
na ordenacdo externa esta relacionado com o custo de transferir dados
entre a memoria interna e a memoria externa.

2. Existem restricfes severas de acesso aos dados. Por exemplo, os itens
armazenados em fita magnética s6 podem ser acessados de forma seq
uencial. Os itens armazenados em disco magnético podem ser aces-
sados diretamente, mas a um custo maior do que o custo para acessar
sequencialmente, o que contra-indica o uso do acesso direto.

3. O desenvolvimento de métodos de ordenacdo externa é muito depen-
dente do estado atual da tecnologia. A grande variedade de tipos de
unidades de memoria externa pode tornar os métodos de ordenagdo ex-
terna dependentes de varios parametros que afetam seus desempenhos.



92 CAPIiTULO 3. ORDENACAO

Por esta razdo, apenas métodos gerais serdo apresentados nesta secdo,
ao invés de apresentarmos refinamentos de algoritmos até o nivel de
um programa Pascal executavel.

Para desenvolver um método de ordenagdo externa eficiente o aspecto
sistema de computacdo deve ser considerado no mesmo nivel do aspecto al-
goritmico. A grande énfase deve ser na minimizagdo do nimero de vezes que
cada item é transferido entre a memoria interna e a memoria externa. Mais
ainda, cada transferéncia deve ser realizada de forma tdo eficiente quanto as
caracteristicas dos equipamentos disponiveis permitam.

O método de ordenagdo externa mais importante € o método de or-
denacdo por intercalacdo. Intercalar significa combinar dois ou mais blocos
ordenados em um Unico bloco ordenado através de selecdes repetidas entre
o0s itens disponiveis em cada momento. A intercalacdo é utilizada como uma
operacao auxiliar no processo de ordenar.

A maioria dos métodos de ordenacdo externa utilizam a seguinte es-
tratégia geral:

1. E realizada uma primeira passada sobre o arquivo, quebrando-o em
blocos do tamanho da memdria interna disponivel. Cada bloco é entdo
ordenado na memoria interna.

2. Os blocos ordenados sdo intercalados, fazendo véarias passadas sobre o
arquivo. A cada passada sdo criados blocos ordenados cada vez
maiores, até que todo o arquivo esteja ordenado.

Os algoritmos para ordenacdo externa devem procurar reduzir 0 nimero
de passadas sobre o arquivo. Como a maior parte do custo € para as
operacdes de entrada e saida de dados da meméria interna, uma boa medida
de complexidade de um algoritmo de ordenacao por intercalagcdo é o numero
de vezes que um item é lido ou escrito na memodria auxiliar. Os bons métodos
de ordenacdo geralmente envolvem no total menos do que 10 passadas sobre
0 arquivo.

3.2.1Intercalacdo Balanceada de Varios Caminhos

Vamos considerar o processo de ordenacdo externa quando o arquivo esta ar-
mazenado em fita magnética. Para apresentar os varios passos envolvidos
em um algoritmo de ordenacgdo por intercalagdo balanceada vamos utilizar
um arquivo exemplo. Considere um arquivo armazenado em uma fita de
entrada, composto pelos registros com as chaves mostradas na Figura 3.10.
Os 22 registros devem ser ordenados de acordo com as chaves e colocados
em uma fita de saida. Neste caso os registros sdo lidos um apds o outro.
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INTERCALACAOBALANCEADA

Figura 3.10: Arquivo exemplo com 22 registros

Assuma que a memoria interna do computador a ser utilizado s6 tem espaco
para trés registros, e o nimero de unidades de fita magnética é seis.

Na primeira etapa o arquivo é lido de trés em trés registros. Cada bloco
de trés registros é ordenado e escrito em uma das fitas de saida. No exemplo
da Figura 3.10 sdo lidos os registros INT e escrito o bloco INT na fita 1, a
seguir sdo lidos os registros ERC e escrito o bloco CER na fita 2, e assim por
diante, conforme ilustra a Figura 3.11. Trés fitas sdo utilizadas em uma
intercalacdo-de-3-caminhos.

fital: INT ACO ADE
fita2: CER ABL A
fita3: AAL ACN

Figura 3.11: Formacéo dos blocos ordenados iniciais

Na segunda etapa os blocos ordenados devem ser intercalados. 0 pri-
meiro registro de cada uma das trés fitas € lido para a memoria interna,
ocupando toda a memoria interna. A seguir o registro contendo a menor
chave dentre as trés é retirado e o proximo registro da mesma fita é lido para
a memoria interna, repetindo-se o processo. Quando o terceiro registro de um
dos blocos é lido aquela fita fica inativa até que o terceiro registro das outras
fitas também sejam lidos e escritos na fita de saida, formando um bloco de 9
registros ordenados. A seguir o segundo bloco de 3 registros de cada fita é
lido para formar outro bloco ordenado de nove registros, o qual é escrito em
uma outra fita. Ao final trés novos blocos ordenados séo obtidos, conforme
mostra a Figura 3.12.

fitad: AACEILNRT
fitab: AAABCCLNO
fita6: AADE

Figura 3.12: Intercalacdo-de-3-caminhos

A seguir mais uma intercalacdo-de-3-caminhos das fitas 4, 5 e 6 para as
fitas 1, 2 e 3 completa a ordenacdo. Se o arquivo exemplo tivesse um numero
maior de registros, entdo varios blocos ordenados de 9 registros seriam for-
mados nas fitas 4, 5 e 6. Neste caso, a segunda passada produziria blocos
ordenados de 27 registros nas fitas 1, 2 e 3; a terceira passada produziria blo-
cos ordenados de 81 registros nas fitas 4, 5 e 6, e assim sucessivamente, até
obter-se um Unico bloco ordenado. Neste ponto cabe a seguinte pergunta:
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guantas passadas sdo necessarias para ordenar um arquivo de tamanho ar-
bitrario?

Considere um arquivo contendo n registros (neste caso cada registro
contém apenas uma palavra) e uma meméria interna de m palavras. A
passada inicial sobre o arquivo produz n/m blocos ordenados (se cada re-
gistro contiver k palavras, k > 1, entdo teriamos n/m/k blocos ordenados.)
Seja P uma funcdo de complexidade tal que P(n) é o nimero de passadas
para a fase de intercalacdo dos blocos ordenados, e seja f 0 nimero de fitas
utilizadas em cada passada. Para uma intercalacdo-de- f -caminhos 0 nimero
de passadas é

P(n)=logs 2
No exemplo acima, n=22, m=3 e f=3. Logo
P(n) =logs £ = 2.

Considere um exemplo de um arquivo de tamanho muito grande, tal
como 1 bilhdo de palavras. Considere uma mem@ria interna disponivel de 2
milhdes de palavras e 4 unidades de fitas magnéticas. Neste caso P(n) = 5, e
0 numero total de passadas, incluindo a primeira passada para obter 0os n/m
blocos ordenados, é 6. Uma estimativa do tempo total gasto para ordenar
este arquivo pode ser obtido multiplicando-se por 6 o tempo gasto para
transferir o arquivo de uma fita para outra.

Para uma intercalacdo-de- f -caminhos foram utilizadas 2f fitas nos exem
plos acima. Para usar apenas f + 1 fitas basta encaminhar todos os blocos
para uma Unica fita e, com mais uma passada, redistribuir estes blocos entre
as fitas de onde eles foram lidos. No caso do exemplo de 22 registros apenas
4 fitas seriam suficientes: a intercalacdo dos blocos a partir das fitas 1, 2 e 3
seria toda dirigida para a fita 4; ao final, o segundo e o terceiro blocos orde-
nados de 9 registros seriam transferidos, de volta para as fitas 1 e 2, e assim
por diante. O custo envolvido é uma passada a mais em cada intercalagéo.

3.2.2 Implementacéo Através de Selecédo por Substituicdo

A implementacdo do método de intercalacdo balanceada pode ser realizada
utilizando-se filas de prioridades. Tanto a passada inicial para quebrar
0 arquivo em blocos ordenados quanto a fase de intercalagdo podem ser
implementadas de forma eficiente e elegante utilizando-se filas de prioridades.
A operacdo basica necesséaria para formar os blocos ordenados iniciais
corresponde a obter o menor dentre 0s registros presentes na memdria in-
terna, o qual deve ser substituido pelo proximo registro da fita de entrada.
A operacao de substituicdo do menor item de uma fila de prioridades imple-

mentada através de um heap € a operacdo ideal para resolver o problema.
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A operacdo de substituicdo corresponde a retirar o menor item da fila de
prioridades, colocando no seu lugar um novo item, seguido da reconstituicdo
da propriedade do heap.

Para cumprir esta primeira passada nos iniciamos o processo fazendo m
insercdes na fila de prioridades inicialmente vazia. A seguir o menor item da
fila de prioridades é substituido pelo préximo item do arquivo de entrada,
com o seguinte passo adicional: se o pr6ximo item é menor que o que esta
saindo (o que significa que este item ndo pode fazer parte do bloco ordenado
corrente), entdo ele deve ser marcado como membro do préximo bloco e
tratado como maior do que todos os itens do bloco corrente. Quando um item
marcado vai para o topo da fila de prioridades, o bloco corrente é
encerrado e um novo bloco ordenado é iniciado. A Figura 3.13 mostra o
resultado da primeira passada sobre o arquivo da Figura 3.10. Os asteriscos
indicam quais chaves na fila de prioridades pertencem a blocos diferentes.

Entra 1 2 3

E I N T
R N E* T
¢ R E* T
A T E* C*
L A* E¥ C*
A c* E* L*
C E* A L*
A L* A ¢
o A A C
B A O ¢
A B 0O (¢
L cC O A*
A L 0O A*
N 0O A* A*
C A*¥ N* A*
E A* N* (o*
A Cc* N* E*
D E* N* A
A N* D A

A D A

A D

D

Figura 3.13: Resultado da primeira passada usando selecé@o por substituicao

Cada linha da Figura 3.13 representa o contetdo de um heap de tamanho
trés. A condicdo do heap € que a primeira chave tem que ser menor do que a
segunda e a terceira chaves. NoOs iniciamos com as trés primeiras chaves do
arquivo, as quais ja formam um heap. A seguir, o registro | sai e é substituido



96 CAPIiTULO 46. ORDENACAO

pelo registro E, que é menor do que a chave |. Neste caso, o registro E ndo
pode ser incluido no bloco corrente: ele é marcado e considerado maior do
que os outros registros do heap. Isto viola a condicdo do heap, e o registro E*
é trocado com o registro N para reconstituir o heap. A seguir, o registro N sai
e é substituido pelo registro R, o que ndo viola a condicdo do heap. Ao final
do processo varios blocos ordenados sdo obtidos. Esta forma de utilizar filas
de prioridades é chamada selecdo por substituicdo (vide Knuth, 1973, Secéo
5.4.1; Sedgewick, 1988, p.180).

Para uma memoria interna capaz de reter apenas 3 registros é possivel
produzir os blocos ordenados INRT, ACEL, AABCLO, AACEN e AAD, de
tamanhos 4, 4, 6, 5 e 3, respectivamente. Knuth (1973, pp. 254-256) mostra
que, se as chaves sdo randémicas, 0s blocos ordenados produzidos sdo cerca
de duas vezes o tamanho dos blocos produzidos por ordenacdo interna. Assim,
a fase de intercalacdo inicia com blocos ordenados em média duas vezes
maiores do que o tamanho da memoria interna, o que pode salvar uma
passada na fase de intercalacdo. Se houver alguma ordem nas chaves entdo 0s
blocos ordenados podem ser ainda maiores. Ainda mais, se nenhuma chave
possui mais do que m chaves maiores do que ela, antes dela, entdo o arquivo é
ordenado ja na primeira passada. Por exemplo, o conjunto de registros
RAPAZ ¢ ordenado pela primeira passada, conforme ilustra a Figura 3.14.

Entra 1 2 3
A A R P
Z A R P

P R Z
R Z
Z

Figura 3.14: Conjunto ordenado na primeira passada

A fase de intercalacdo dos blocos ordenados obtidos na primeira fase
também pode ser implementada utilizando-se uma fila de prioridades. A
operacdo basica para fazer a intercalacdo-de- f -caminhos é obter o menor
item dentre os itens ainda ndo retirados dos f blocos a serem intercalados.
Para tal basta montar uma fila de prioridades de tamanho f a partir de cada
uma das f entradas. Repetidamente, substitua o item no topo da fila de
prioridades (no caso o menor item) pelo préximo item do mesmo bloco do
item que estd sendo substituido, e imprima em outra fita o elemento
substituido. A Figura 3.15 mostra o resultado da intercalagdo de INT com
CER com AAL, os quais correspondem aos blocos iniciais das fitas 1, 2 e 3
mostrados na Figura 3.11.

Quando f ndo é muito grande ndo h& vantagem em utilizar sele¢do por
substituicdo para intercalar os blocos, pois é possivel obter 0 menor item
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Entra 1 2 3
A A C I
L A C 1
E cC L 1
R E L I
N I L R
L N R
T N R
R T
T

Figura 3.15: Intercalacio usando selecdo por substitui¢éo

fazendo f — 1 comparagdes. Quando f é 8 ou mais, é possivel ganhar tempo
usando um heap como mostrado acima. Neste caso cerca de log, f com-
paracdes sdo necessarias para obter o menor item.

3.2.3 Consideracfes Praticas

Para implementar o método de ordenacdo externa descrito anteriormente é
muito importante implementar de forma eficiente as operacdes de entrada
saida de dados. Estas operacdes compreendem a transferéncia dos dados
entre a memoria interna e as unidades externas onde estdo armazenadas 0s
registros a serem ordenados. Deve-se procurar realizar a leitura, a escrita o
processamento interno dos dados de forma simultanea. Os computa-dores
de maior porte possuem uma ou mais unidades independentes para
processamento de entrada e saida que permitem realizar simultaneamente
as operac0Oes de entrada, saida e processamento interno.

Knuth (1973) discute varias técnicas para obter superposicdo de entrada
saida com processamento interno. Uma técnica comum é a de utilizar 2 f
areas de entrada e 2 f areas de saida. Para cada unidade de entrada ou saida
sdo mantidas duas areas de armazenamento: uma para uso do processador
central e outra para uso do processador de entrada ou saida. Para entrada, o
processador central usa uma das duas areas enquanto a unidade de entrada
estd preenchendo a outra drea. No momento que o processador central
termina a leitura de uma area, ele espera que a unidade de entrada acabe de
preencher a outra &rea e entdo passa a ler dela, enquanto a unidade de
entrada passa a preencher a outra. Para saida, a mesma técnica ¢ utilizada.

Existem dois problemas relacionados com a técnica de utilizacdo de duas
areas de. armazenamento. Primeiro, apenas metade da memoria disponivel é
utilizada, o que pode levar a uma ineficiéncia se o0 numero de areas for grande,
como no caso de uma intercalacao-de- f-caminhos para f grande. Segundo,
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em uma intercalagdo-de- f -caminhos existem f &reas correntes de entrada; se
todas as areas se tornarem vazias aproximadamente ao mesmo tempo, muita
leitura sera necessaria antes de podermos continuar o processamento, a néo
ser que haja uma previsdo de que esta eventualidade possa ocorrer.

Os dois problemas podem ser resolvidos com a utilizagdo de uma técnica
chamada previsao, a qual requer a utilizacdo de apenas uma area extra de
armazenamento (e ndo f &reas) durante o processo de intercalacdo. A
melhor forma de superpor a entrada com processamento interno durante o
processo de sele¢do por substituicdo é superpor a entrada da proxima &rea
que precisa ser preenchida a seguir com a parte de processamento interno
do algoritmo. Felizmente, é facil saber qual area ficara vazia primeiro, sim-
plesmente olhando para o Gltimo registro de cada area. A éarea cujo Gltimo
registro € o menor, sera a primeira a se esvaziar; assim nds sempre sabemos
qual conjunto de registros deve ser o préximo a ser transferido para a area.
Por exemplo, na intercalagdo de INT com CER com AAL nds sabemos que
a terceira area sera a primeira a se esvaziar.

Uma forma simples de superpor processamento com entrada na inter-
calacdo de varios caminhos é manter uma area extra de armazenamento, a
qual é preenchida de acordo com a regra descrita acima. Enquanto os blocos
INT, CER e AAL da Figura 3.11 estdo sendo intercalados o processador de
entrada esta preenchendo a area extra com o bloco ACN. Quando o proces-
sador central encontrar uma area vazia, ele espera até que a area de entrada
seja preenchida caso isto ainda ndo tenha ocorrido, e entdo aciona o pro-
cessador de entrada para comecar a preencher a area vazia com o préximo
bloco, no caso ABL.

Outra consideracdo pratica importante esta na escolha do valor de f, que €
a ordem da intercalacdo. No caso de fita magnética a escolha do valor de f
deve ser igual ao numero de unidades de fita disponiveis menos um. A fase
de intercalagdo usa f fitas de entrada e uma fita de saida. 0 numero de fitas
de entrada deve ser no minimo dois pois ndo faz sentido fazer intercalacao
com menos de duas fitas de entrada.

No caso de disco magnético o mesmo raciocinio acima é valido. Apesar
do disco magnético permitir acesso direto a posic¢des arbitrarias do arquivo, o
acesso seqlencial é mais eficiente. Logo, o valor de f deve ser igual ao
numero de unidades de disco disponiveis menos um, para evitar o maior
custo envolvido se dois arquivos diferentes estiverem em um mesmo disco.

Sedegwick (1983) apresenta outra alternativa: considerar f grande o su-

ficiente para completar a ordenacdo em um numero pequeno de passadas.
Uma intercalagdo de duas passadas em geral pode ser realizada com um
numero razoavel para f. A primeira passada no arquivo utilizando selecdo
por substituicdo produz cerca de n/2 m blocos ordenados. Na fase de inter-
calagdo cada etapa divide o numero de passadas por f. Logo, f deve ser
escolhido tal que
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Para n igual a 200 milh6es e m igual a 1 milhdo entdo f = 11 é suficiente
para garantir a ordenacdo em duas passadas. Entretanto, a melhor escolha
para f entre estas duas alternativas é muito dependente de varios parametros
relacionados com o sistema de computacdo disponivel.

Notas Bibliograficas

Knuth (1973) é a referéncia mais completa que existe sobre ordenacdo em
geral. Outros livros interessantes sobre o assunto sdo Sedgewick (1988),
Wirth (1976), Cormem, Leiserson e Rivest (1990), Aho, Hoperoft e Ullman (
1983). 0 livro de Gonnet e Baeza-Yates (1991) apresenta uma relagdo
bibliogréafica extensa e atualizada sobre o assunto.

Shellsort foi proposto por Shell (1959). Quicksort foi proposto por Hoare (
1962). Um estudo analitico detalhado, bem como um estudo exaustivo dos
efeitos praticos de muitas modificaces e melhorias sugeridas para o
Quicksort pode ser encontrado em Sedgewick (1975) e Sedgewick (1978a).
Heapsort foi proposto por Williams (1964) e melhorado por Floyd (1964).

Exercicios

1) Dado que existe necessidade de ordenar arquivos de tamanhos diversos,
podendo também variar o tamanho dos registros de um arquivo para
outro, apresente uma discussdo sobre quais algoritmos de ordenacdo
vocé escolheria diante das diversas situacGes colocadas acima.

Que observaces adicionais vocé apresentaria caso haja

a) restrigdes de estabilidade ou

b) de intolerancia para o pior caso (isto é, a aplicacdo exige um
algoritmo eficiente mas ndo permite que 0 mesmo eventualmente
leve muito tempo para executar).

2) Invente um vetor-exemplo de entrada para demonstrar que Ordenacdo
por Selecdo é um método instavel. Mostre os passos da execucdo do
algoritmo até que a estabilidade é violada. Note que quanto menor for o
vetor que vocé inventar, mais rapido vocé vai resolver a questdo.

3) Considere uma matriz retangular. Ordene em ordem crescente os ele-
mentos de cada linha. A seguir ordene em ordem crescente o0s elementos
de cada coluna. Prove que os elementos de cada linha continuam em
ordem.
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4) Ordenacéo Pos-Catastrofe (Arabe, 1992)

Imagine que vocé estava trabalhando na Universidade da California,
em Berkeley. Logo depois que vocé tinha acabado de ordenar um con-
junto muito grande de n nameros inteiros, cada nimero de grande
magnitude (com muitos digitos), usando o seu método O(n log n) fa-
vorito, aconteceu um terremoto de grandes proporc¢des. Milagrosa-
mente, o computador ndo é destruido (nem vocé), mas, por algum
motivo, cada um dos 4 bits menos significativos de cada nimero in-
teiro é aleatériamente alterado. VVocé quer, agora, ordenar oS novos
numeros inteiros. Escolha um algoritmo capaz de ordenar 0s novos
numeros em 0(n). Justifique.

5) Algoritmos de Ordenagéo: Estudos Comparativos

Considere os seguintes algoritmos de ordenacéo interna: Insergdo, Se-
lecdo, Shellsort, Quicksort, Heapsort.

a)

b)

Determine experimentalmente o numero esperado de (i) com-
paraces e (ii) movimento-de-registros para cada um dos cinco
métodos de ordenacdo indicados acima.

Use um gerador de nimeros aleatérios para gerar as chaves. Uti-
lize arquivos de diferentes tamanhos com chaves geradas rando-
micamente. Repita cada experimento algumas vezes e obtenha a
média para cada medida de complexidade. Utilize o tipo de da-dos
array do Pascal. Dé a sua interpretacdo dos dados obtidos,
comparando-os com resultados analiticos.

Uma opcdo alternativa, para o caso do uso de maquinas que per-
mitem medir o tempo de execucdo de um programa, é considerar
0s mesmos algoritmos propostos e determinar experimentalmente
o tempo de execuc¢do de cada um dos cinco métodos de ordenagao
indicados acima.

Use um gerador de numeros aleatérios para gerar arquivos de
tamanhos 500, 2000 e 10.000 registros. Para cada tamanho de
arquivo utilize dois tamanhos de registros, a saber: um registro
contendo apenas a chave e outro registro de tamanho 11 vezes o
tamanho da chave (isto é, a chave acompanhada de "outros
componentes™ cujo tamanho seja equivalente a 10 chaves). Repita
cada experimento algumas vezes e obtenha a média dos tempos de
execucdo. Utilize o tipo de dados array do Pascal. D& a sua
interpretacdo dos dados obtidos.

6) Considere a estrutura de dados heap. Determine empiricamente o
numero esperado de trocas para:
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a) construir um heap através de n inser¢des sucessivas a partir de um
heap vazio;

b) inserir um novo elemento em um heap contendo n elementos;

c) extrair o elemento maior de um heap contendo n + 1 elementos.

Use um gerador de numeros aleat6rios para gerar as chaves. Repita o
experimento para diferentes tamanhos de n. A estrutura de dados
utilizada deve usar o minimo possivel de memoria para armazenar o
heap. Utilize o Pascal para implementar o algoritmo. Finalmente, dé a
sua interpretacdo dos resultados obtidos. Como estes resultados se
comparam com os resultados analiticos?

7) Quicksort

a) Mostre como o vetor A B A B A B A ¢ particionado quando se
escolhe o elemento do meio, A[(esq + dir) div 2], como pivé.

b) Mostre as etapas de funcionamento do Quicksort para ordenar as
chaves QU I CK SO R T. Considere que o pivd escolhido é o
elemento do meio, A[(esq + dir) div 2].

8) Quicksort

a) Descreva uma maneira para manter o tamanho da pilha de re-
cursdo o menor possivel na implementacdo do Quicksort.

b) Se vocé ndo se preocupasse com 0 uso deste artificio, até que
tamanho a pilha poderia crescer, no pior caso? Por qué?

9) O objetivo deste trabalho é fazer um estudo comparativo de diversas
implementagbes do algoritmo Quicksort. Para tanto, vocé devera
implementar as seguintes versdes do algoritmo:

a) Quicksort recursivo;

b) Quicksort recursivo com interrupcdo da particdo para a ordenacéo
de sub-vetores menores que M elementos. Determine empirica-
mente o melhor valor de M para um arquivo gerado aleatoria-
mente com 1000 (mil) elementos;

c) Melhore a versdo 2 utilizando a técnica de mediana-de-trés ele-
mentos para escolha do pivo.

Gere massas de testes para testar e comparar cada uma das imple-
mentagbes. Use sua criatividade para criar arquivos de teste interes-
santes. Faca tabelas e/ou graficos para mostrar e explicar os resultados
obtidos. .

O que deve ser apresentado:
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a) Listagem dos programas em Pascal. Vao valer pontos clareza,
indentacdo e comentarios no programa.
b) Listagem dos testes executados.

c) Descrigdo sucinta dos arquivos de teste utilizados, relatério com-
parativo dos testes executados e as decisGes tomadas relativas aos
casos e detalhes de especificacdo que porventura estejam omissos
no enunciado.

d) Estudo da complexidade do tempo de execucdo de cada uma das
implementagGes para diversos cendrios de teste.

Algumas sugestdes:

a) determine o tempo de processamento necessario na fase de clas-
sificacdo utilizando o rel6gio da méaquina;
b) mantenha contadores (que devem ser atualizados pelos procedi-

mentos de ordenacgdo) para armazenar o nimero de comparagdes
e de trocas de elementos executados pelos algoritmos;

c) execute o programa algumas vezes, com cada algoritmo, com
massas de dados diferentes, para obter a média dos tempos de
execucgdo e dos numeros de comparagdes e trocas;

d) outro experimento interessante é executar o programa uma vez
com uma massa de dados que force o pior caso do algoritmo.

10) Considere o seguinte vetor de entrada: HEAPSORT

a) Utilizando o algoritmo Heapsort rearranje os elementos do vetor
para formar a representacdo de um heap utilizando o proprio vetor
de entrada. 0 heap deve conter 0 maximo do conjunto na raiz.

b) A partir do heap criado execute trés iteracdes do anel principal do
Heapsort para extrair os trés maiores elementos. Mostre 0s
desenhos heap-vetor.

11) Suponha que vocé tenha que ordenar varios arquivos de 100, 5.000 e
20.000 ndmeros inteiros. Para todos os trés tamanhos de arquivos é
necessario realizar a ordenag¢do no menor tempo possivel.

a) Que algoritmo de ordenacdo vocé usaria para cada tamanho de
arquivo? Justifique.

b) Se for necessario manter a ordem relativa dos itens com chaves
iguais (isto é, manter estabilidade), que algoritmo vocé usaria
para cada tamanho de arquivo? Justifique.
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¢) Suponha que as ordenagBes tenham que ser realizadas em um
ambiente em que uma configuracdo dos dados de entrada que
leve a um pior caso ndo possa ser tolerada, mesmo que este pior
caso possa acontecer muito raramente (em outras palavras, vocé
nao quer que o pior tempo de execu¢do seja muito maior que o
caso médio). Ainda assim, continua sendo importante realizar a
ordenacdo no menor tempo possivel. Que algoritmo de ordenacdo
vocé usaria em cada tamanho de arquivo? Justifique.

12) 0 objetivo deste problema é projetar uma estrutura de dados para um
conjunto S (Arabe, 1992). S conterd elementos retirados de algum
universo U; S pode conter elementos duplicados. A estrutura de dados
projetada deve implementar eficientemente as seguintes operagdes:

a) Insere (b, S): Insere o elemento b em S (isto vai adicionar uma
nova copia de b em S se ja existia alguma).

b) RetiraMin (x, S): retira de S 0 menor elemento (pode haver mais
de um), retornando seu valor em Xx.

Descreva uma estrutura de dados e como implementar as operacdes
Insere e RetiraMin de modo que estas operagdes sejam executadas, no
pior caso, em O(log n).

13) A operagdo de unir dois arquivos ordenados gerando um terceiro ar-
quivo ordenado é denominada intercalacdo (merge). Esta operacao
consiste em colocar no terceiro arquivo a cada passo sempre 0 menor
elemento entre os menores dos dois arquivos iniciais, desconsiderando
este mesmo elemento nos passos posteriores. Este processo deve ser
repetido até que todos os elementos dos arquivos de entrada sejam
escolhidos.

Esta idéia pode ser utilizada para construir um algoritmo de ordenacao.
0 processo € o seguinte: dividir recursivamente o vetor a ser ordenado
em dois vetores até obter n vetores de 1 Unico elemento. Aplicar o
algoritmo de merge tendo como entrada 2 vetores de um elemento e
formando um vetor ordenado de dois elementos. Repetir este processo
formando vetores ordenados cada vez maiores até que todo o vetor es-
teja ordenado. Escrever um algoritmo para implementar este método,
conhecido na literatura como mergesort.
14) Considere o arquivo de 10 registros: BALANCEADA

a) Vamos considerar o método de ordenacdo externa usando inter-
calacdo-balanceada-de-2-caminhos, utilizando apenas 3 fitas ma-
gnéticas e uma memoria interna com capacidade para armazenar
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trés registros. Mostre todas as etapas para ordenar o arquivo
exemplo acima utilizando intercalacdo balanceada simples (sem
utilizar selecdo por substituicao).

b) Quantas passadas foram realizadas?

15) Ordenacdo Externa

O objetivo deste trabalho é projetar e implementar um sistema de
programas para ordenar arquivos que ndo cabem na memoria primaria, 0
que nos obriga a utilizar um algoritmo de ordenagéo externa.

Existem muitos métodos para ordenacdo externa. Entretanto, a gran-de
maioria utiliza a seguinte estratégia geral: blocos de entrada tdo
grandes quanto possivel sdo ordenados internamente e copiados em ar-
quivos intermediarios de trabalho. A seguir os arquivos intermediarios
sdo intercalados e copiados em outros arquivos de trabalho, até que to-
dos os registros sdo intercalados em um Gnico bloco final representando
0 arquivo ordenado.

Um procedimento simples e eficiente para realizar esta tarefa é o de
colocar cada bloco ordenado em um arquivo separado até que a entrada
é toda lida. A seguir os N primeiros arquivos sdo intercalados em um
novo arquivo e esses N arquivos removidos. N é uma constante que
pode ter valores entre 2 e 10, chamada Ordem de Intercalacéo. Este
processo é repetido até que fique apenas um arquivo, o arquivo final
ordenado. A cada passo o procedimento de intercalacdo nunca tem que
lidar com mais do que N arquivos de intercalagdo mais um Unico
arquivo de saida.

Para tornar mais claro o que cada aluno tem que realizar apresentamos
abaixo um primeiro refinamento do procedimento que permite imple-
mentar a estratégia descrita acima. Pode-se observar que grande parte
do procedimento lida com criacgéo, abertura, fechamento e remocéo de
arquivos em momentos adequados.

A fase de intercalacgdo utiliza dois indices, Low e High, para indicar o
intervalo de arquivos ativos. 0 indice High é incrementado de 1,
OrdemlntercalConst arquivos sdo intercalados a partir de Low e ar-
mazenados no arquivo High e, finalmente, Low é incrementado de
OrdemlntercalConst. Quando Low fica igual ou maior do que High a
intercalacdo termina com o ultimo bloco resultante High totalmente
ordenado.

E importante observar que as interfaces dos varios procedimentos pre-
sentes no codigo abaixo ndo estdo completamente especificadas.
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procedure OrdeneExterno;
const OrdemIntercalConst = 2;
var NBlocos : integer;
ArqEntrada : ArqEntradaTipo;
ArqSaida  : ArqEntradaTipo;
ArrArqEnt : array [1..OrdemlIntercalConst] of ArqEntradaTipo;

Fim : boolean;
Low,
High,
Lim : integer;
begin {OrdeneExterno}
NBlocos := 0;

ArqEntrada := Arquivo a ser ordenado;
repeat {Formagdo inicial dos NBlocos ordenados}
NBlocos := NBlocos + 1;
Fim := EnchePaginas(NBlocos, ArqEntrada);
Ordenelnterno;
ArqSaida := AbreArgSaida (NBlocos);
DescarregaPaginas(ArqSaida);
Close(ArqSaida);
until Fim;
Close(ArqEntrada);
Low := 1;
High := NBlocos;
while Low < High do {Intercala¢do dos NBlocos ordenados}
begin
Lim := Minimo(Low + OrdemIntercalConst —1, High); -
AbreArqEntrada(ArrArqEnt, Low, Lim);
High := High + 1;
ArqSaida := AbreArqSaida(High);
Intercale(ArrArqEnt, Lim—Low+1, ArqSaida);
Close(ArqSaida);
fori:=1 to Lim-Low+1 do
begin
Close(ArrArqEnt[i]);
Erase(ArrArqEnt[i});
end;
Low := Low + OrdemlIntercalConst;
end;
Dar Rename no arquivo High para nome fornecido pelo usudrio;
end; {OrdeneExterno}

Para mostrar o funcionamento dos médulos do programa OrdeneEx-
terno vocé deve proceder da seguinte forma:

a) Utilizar um arquivo contendo 22 registros, onde a chave de cada
registro é uma letra maiiscula, conforme mostrado a seguir:
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INTERCALACAOBALANCEADA

a) Faca a impressdo dos blocos ordenados obtidos na primeira
fase do programa.

b) Na segunda fase do programa, para cada iteragio do anel
mostre o conteiido de: Low, Lim, High, nome dos arqui-
vos de entrada abertos, nome do arquivo de saida aberto,
contetido do arquivo de saida.

c) Gere um arquivo contendo um grande nimero de registros de
16 bytes de tamanho (digamos 30.000 registros), cada registro
contendo um campo chave constituido por um nimero inteiro
obtido com o auxilio de um gerador de nimeros pseudo-aleatérios.
Faca a medida do tempo necessirio para ordenar este arquivo.



Capitulo 4

Pesquisa em Memoaria
Primaria

Este capitulo é dedicado ao estudo de como recuperar informacéo a partir de
uma massa grande de informacdo previamente armazenada. A informacao é
dividida em registros, onde cada registro possui uma chave para ser usada
na pesquisa. 0 objetivo da pesquisa é encontrar uma ou mais ocorréncias de
registros com chaves iguais a chave de pesquisa. Neste caso ocorreu uma
pesquisa com sucesso; caso contrario a pesquisa € sem sucesso. Um
conjunto de registros é chamado de tabela ou arquivo. Geralmente o termo
tabela é associado a entidades de vida curta, criadas na mem@ria interna
durante a execucdo de um programa. J4 o termo arquivo é geralmente
associado a entidades de vida mais longa, armazenadas em mem@ria externa.
Entretanto, esta distincdo ndo é precisa: um arquivo de indices pode ser
tratado como uma tabela, enquanto uma tabela de valores de fun¢bes pode
ser tratada mais como um arquivo.

Existe uma variedade enorme de métodos de pesquisa. A escolha do
método de pesquisa mais adequado a uma determinada aplicacdo depende
principalmente: (i) da quantidade dos dados envolvidos, (ii) do arquivo estar
sujeito a inserc¢@es e retiradas freqlentes, ou do contetdo do arquivo ser pra-
ticamente estavel (neste caso é importante minimizar o tempo de pesquisa,
sem preocupacdo com o tempo necessario para estruturar o arquivo).

E importante considerar os algoritmos de pesquisa como tipos abstra-
tos de dados, com um conjunto de operagBes associado a uma estrutura de
dados, de tal forma que haja uma independéncia de implementagdo para as
operacfes. Algumas das operac¢des mais comuns incluem:

1. Inicializar a estrutura de dados.
2. Pesquisar um ou mais registros com determinada chave.

107
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3. Inserir um novo registro.

4. Retirar um registro especifico.

5. Ordenar um arquivo para obter todos os registros em ordem de acordo
com a chave.
6. Ajuntar dois arquivos para formar um arquivo maior.

A operacdo 5 foi objeto de estudo no Capitulo 3. A operacdo 6 demanda
a utilizacdo de técnicas sofisticadas e ndo sera tratada neste texto.

Um nome comumente utilizado para descrever uma estrutura de dados
para pesquisa € dicionario. Um dicionario é um tipo abstrato de dados com
as operacdes Inicializa, Pesquisa, Insere e Retira. Em uma analogia com um
dicionario da lingua portuguesa, as chaves sdo as palavras e 0s registros sao
as entradas associadas com cada palavra, onde cada entrada contém a
prondncia, definicdo, sindbnimos e outras informacBes associadas com a
palavra.

Para alguns dos métodos de pesquisa a serem estudados a seguir, vamos
implementar o método como um dicionario, como é o caso das Arvores de
Pesquisa (Secdo 4.3) e Hashing (Se¢do 4.5). Para os métodos Pesquisa
Seqlencial e Pesquisa Digital vamos implementar as operagfes Inicializa,
Pesquisa e Insere e para 0 método Pesquisa Binaria vamos implementar ape-
nas a operagao Pesquisa.

4.1 Pesquisa Sequencial

O método de pesquisa mais simples que existe funciona da seguinte forma: a
partir do primeiro registro, pesquise seqiiencialmente até encontrar a chave
procurada; entdo pare. Apesar de sua simplicidade, a pesquisa seqlencial
envolve algumas idéias interessantes, servindo para ilustrar varios aspectos
e convengbes a serem utilizadas nos outros métodos de pesquisa a serem
apresentados.

Uma forma possivel de armazenar um conjunto de registros é através do
tipo estruturado arranjo, conforme ilustra o Programa 4.1. Cada registro
contém um campo chave que identifica o registro. Além da chave, podem
existir outros componentes em um registro, 0s quais nao tém influéncia muito
grande nos algoritmos. Por exemplo, 0s outros componentes de um registro
podem ser substituidos por um apontador contendo o endereco de um outro
local que os contenha.

Uma possivel implementacdo para as operacdes Inicializa, Pesquisa e
Insere é mostrada no Programa 4.2.

A funcdo Pesquisa retorna o indice do registro que contém a chave x; caso
nao esteja presente o valor retornado € zero. Observe que esta implementacéo
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const Maxn = 1000;
type Registro =record
Chave : TipoChave;
{outros componentes}
end;
Indice = 0..Maxn;
Tabela = record
Item : array [indice] of Registro;
n fndice;
end;

Programa 4.1: Estrutura do tipo dicionério implementado como arranjo

procedure Inicializa (var T : Tabela);
begin

T.n :=0;
end;

function Pesquisa (x : TipoChave; var T : Tabela) : Indice;
var i : integer;
begin

T.Item[0].Chave := x;

i:=Tmn+1;

i=1i-1;
until T.Item[i].Chave = x;
Pesquisa := i;
end;

procedure Insere (Reg : Registro; var T : Tabela);
begin
if T.n = Maxn
then writeln (’ Erro : tabela cheia’)
else begin
Tan:=Tn+1;
T.Item[T.n] := Reg;
end;
end;

Programa 4.2: Implementagio das operages usando arranjo
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ndo suporta mais de um registro com uma mesma chave. Para aplicacdes
com esta caracteristica € necessario incluir um argumento a mais na fungéo
Pesquisa para conter o indice a partir do qual se quer pesquisar, e alterar a
implementacdo de acordo.

Um registro sentinela contendo a chave de pesquisa é colocado na posi-
cdo zero do array. Esta técnica garante que a pesquisa sempre termina. Apés
a chamada da funcgdo Pesquisa, se o indice é zero, significa que a pesquisa
foi sem sucesso.

Analise

Para uma pesquisa com sucesso, conforme mostrado no final da Secéo 1.3,
temos

melhor caso : C(n) =1
piorcaso :C(n)=n
caso médio : C(n) =(n + 1)/2

Para uma pesquisa sem sucesso temos

C'(n)=n+1.

Observe que o anel interno da funcdo Pesquisa, no Programa 4.2, é ex-
tremamente simples: o indice i é decrementado e a chave de pesquisa é
comparada com a chave que estd no registro. Por esta razdo, esta técnica
usando sentinela € conhecida por pesquisa seqiencial rapida. Este al-
goritmo é a melhor solugdo para o problema de pesquisa em tabelas com 25
registros ou menos.

4.2 Pesquisa Binaria

A pesquisa em uma tabela pode ser muito mais eficiente se os registros forem
mantidos em ordem. Para saber se uma chave estd presente na tabela,
compare a chave com o registro que esta na posicdo do meio da tabela. Se a
chave é menor, entdo o registro procurado esta na primeira metade da tabela;
se a chave é maior, entdo o registro procurado estd na segunda metade da
tabela. Repita o processo até que a chave seja encontrada, ou fique apenas
um registro cuja chave é diferente da procurada, significando uma pesquisa
sem sucesso. A Figura 4.1 mostra os subconjuntos pesquisados para.
recuperar o indice da chave G .

O Programa 4.3 mostra a implementacédo do algoritmo para um conjunto
de registros implementado como uma tabela.
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1 2 3 4 5 6 7 8
Chavesiniciaiss A B C D E F G H
A B C D FEF F G H

F F G H

G H

Figura 4.1: Exemplo de pesquisa bindria para a chave G

function Bindria (x : TipoChave; var T : Tabela) : Indice;
var i, Esq, Dir : Indice;

begin
fTn=0
then Binaria := 0
else begin
Esq := 1; Dir := T.n;
repeat

i := (Esq + Dir) div 2;
if x > T.Item[i].Chave then Esq:=i+1 else Dir:=i-1;
until (x = T.Item[i].Chave) or (Esq > Dir);
if x=T Item[i].Chave then Bindria:=i else Bindria:=0;
end;
end;

Programa 4.3: Pesquisa binaria
Analise

A cada iteracdo do algoritmo, o tamanho da tabela é dividido ao meio. Logo,
0 numero de vezes que o tamanho da' tabela é dividido ao meio é cerca de log
n. Entretanto, o custo para manter a tabela ordenada € alto: a cada inser¢do na
posicao p da tabela implica no deslocamento dos registros a partir da posicao p
para as posicdes seguintes. Consequentemente, a pesquisa binaria ndo deve ser
usada em aplica¢Ges muito dindmicas.

4.3 Arvores de Pesquisa

A arvore de pesquisa € uma estrutura de dados muito eficiente para armaze-
nar informacdo. Ela é particularmente adequada quando existe necessidade de
considerar todos ou alguma combinacgdo de requisitos tais como: (i) acesso
direto e sequencial eficientes; (ii) facilidade de insercdo e retirada de regis-
tros; (iii) boa taxa de utilizacdo de memoria; (iv) utilizacdo de memdria
primaria e secundaria.
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Se alguém considerar separadamente qualquer um dos requisitos acima, é
possivel encontrar uma estrutura de dados que seja superior a arvore de
pesquisa. Por exemplo, tabelas hashing possuem tempos médios de pes-
quisa melhores e tabelas usando posi¢des contiguas de memdria possuem
melhores taxas de utilizagdo de memoria. Entretanto, uma tabela usando
hashing precisa ser ordenada se existir necessidade de processar 0s registros
seqliencialmente em ordem lexicogréafica, e a insercdo/retirada de registros
em tabelas usando posi¢des contiguas de memdria tem custo alto. As arvores
de pesquisa representam um compromisso entre estes requisitos
conflitantes.

4.3.1 Arvores Binarias de Pesquisa Sem

Balanceamento

De acordo com Knuth (1968, p. 315), uma arvore binaria é formada a partir
de um conjunto finito de nodos, consistindo de um nodo chamado raiz mais 0
ou 2 subarvores binarias distintas. Em outras palavras, uma arvore binaria é
um conjunto de nodos onde cada nodo tem exatamente 0 ou 2 filhos;
quando um nodo tem 2 filhos, eles sdo Chamadas filhos a esquerda e a
direita do nodo.

Cada nodo contém apontadores para subarvores esquerda e direita. 0
numero de subérvores de um nodo é chamado grau daquele nodo. Um nodo
de grau zero é chamado de nodo externo ou folha (de agora em diante ndo
haverd distingcdo entre estes dois termos). Os outros nodos sdo chamados
nodos internos.

Uma arvore binaria de pesquisa é uma arvore binaria em que todo nodo
interno contém um registro, e, para cada nodo, a seguinte propriedade é
verdadeira: todos o0s registros com chaves menores estdo na subarvore
esquerda e todos 0s registros com chaves maiores estdo na subarvore direita.

O nivel do nodo raiz é 0; se um nodo esta no nivel i entdo a raiz de suas
subarvores estdo no nivel i + 1. A altura de um nodo é o comprimento do
caminho mais longo deste nodo até um nodo folha. A altura de uma éarvore
g a allltura4do nodo raiz. A Figura 4.2 mostra uma arvore binaria de pesquisa

e altura 4.

A estrutura de dados arvore binaria de pesquisa sera utilizada para im-
plementar o tipo abstrato de dados Dicionario (lembre-se que o tipo abstrato
Dicionéario contém as operacdes Inicializa, Pesquisa, Insere e Retira). A es-
trutura e a representacdo do Dicionéario é apresentada no Programa 4.4.

Um procedimento Pesquisa para uma arvore binaria de pesquisa € bas
tante simples, conforme ilustra a implementacdo do Programa 4.5. Para
encontrar um registro com uma chave X, primeiro compare-a com a chave
que esta na raiz. Se é menor, va para a subarvore esquerda; se x é maior, va
para a subarvore direita. Repita o processo recursivamente, até que a chave
procurada seja encontrada ou entdo um nodo folha € atingido. Se a pesquisa
for com sucesso entdo o conteudo do registro retorna no proprio registro x.
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Figura 4.2: Arvore bindria de pesquisa

type Registro =record
Chave : TipoChave;
{outros componentes}
end;
Apontador = ~Nodo;
Nodo =record

Reg : Registro;
Esq, Dir : Apontador;
end;

TipoDiciondrio = Apontador;

Programa 4.4: Estrutura do dicionario para arvores sem balanceamento

Atingir um apontador nulo em um processo de pesquisa significa uma
pesquisa sem sucesso (0 registro procurado ndo estd na arvore). Caso se
queira inseri-lo na arvore, o apontador nulo atingido é justamente o ponto de
insercdo, conforme ilustra a implementacdo do procedimento Insere do
Programa 4.6.

0 procedimento Inicializa é extremamente simples, conforme ilustra o
Programa 4.7. A arvore de pesquisa mostrada na Figura 4.2 pode ser obtida
guando as chaves séo lidas pelo Programa 4.8, naordem 5, 3,2, 7,6, 4, 1, 0,
sendo 0 a marca de fim de arquivo.

A Ultima operacdo a ser estudada é Retira. Se 0 nodo que contém o
registro a ser retirado possui no maximo um descendente entdo a operagao €
simples. No caso do nodo conter dois descendentes, o registro a ser retirado
deve ser primeiro substituido pelo registro mais a direita na subarvore es-
querda, ou pelo registro mais a esquerda na subarvore direita. Assim, para
retirar o registro com chave 5 na arvore da Figura 4.2, basta troca-lo pelo
registro com chave 4 ou pelo registro com chave 6, e entdo retirar o nodo que
recebeu o registro com chave 5.
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procedure Pesquisa (var x : Registro; var p : Apontador);
begin
if p = nil
then writeln (’ Erro : Registro néo est4 presente na arvore’)
else if x.Chave < p~.Reg.Chave
then Pesquisa (x, p~.Esq)
else if x.Chave > p~.Reg.Chave
then Pesquisa (x, p~.Dir)
else x := p~.Reg;
end;

Programa 4.5: Procedimento para pesqﬁisar na irvore

procedure Insere ( x : Registro; var p : Apontador);

begin
if p = nil
then begin
new (p);
p~.Reg := x;
p~.Esq := nil; p~.Dir := nil;
end

else if x.Chave < p~.Reg.Chave
then Insere (x, p~.Esq)
else if x.Chave > p~.Reg.Chave
then Insere (x, p~.Dir)
else writeln (* Erro : Registro ja existe na drvore’);
end;

Programa 4.6: Procedimento para inserir na irvore

procedure Inicializa (var Diciondrio : TipoDiciondrio);
begin

Dicionario := nil;
end;

Programa 4.7: Procedimento para inicializar
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program Criafl.rvore;

type TipoChave = integer;

{— Entra aqui a defini¢do dos tipos do Programa 4.4 —}
var Dicionério : TipoDicionario;

X : Registro;
{— Entram aqui os Programas 4.7 ¢ 4.6 —}
begin

Inicializa (Dicionério);

read (x.Chave);

while x.Chave > 0 do
begin
Insere (x, Dicionario);
read (x.Chave);
end;

end.

Programa 4.8: Programa para criar a arvore

O Programa 4.9 mostra a implementagdo da operacdo Retira. 0 proce-
dimento recursivo Antecessor somente é ativado quando o nodo gque contém o
registro a ser retirado possui dois descendentes. Esta solucdo elegante é
utilizada por Wirth(1976, p.211).

Ap0s construida a arvore pode ser necessario percorrer todos 0s registros
gue comp8em a tabela ou arquivo. Existe mais de uma ordem de caminha-
mento em arvores, mas a mais Gtil é a chamada ordem de caminhamento
central. Assim como a estrutura da arvore, o caminhamento central é me-
Ihor expresso em termos recursivos, a saber:

1. caminha na subarvore esquerda na ordem central;
2. visita a raiz;

3. caminha na subarvore direita na ordem central.

Uma caracteristica importante do caminhamento central é que os nodos
sdo visitados em ordem lexicografica das chaves. Percorrer a arvore da Fi-
gura 4.2 usando caminhamento central recupera as chaves na ordem 1, 2, 3,
4,5 6 e 7. "' 0 procedimento. Central, mostrado no Programa 4.10, faz
exatamente isto. Observe que este procedimento representa um método de
ordenacdo similar ao Quicksort, onde a chave na raiz faz o papel do item
gue particiona o vetor.
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procedure Retira (x.: Registro; var p : Apontador);
var Aux : Apontador;
procedure Antecessor (q : Apontador; var r : Apontador);
begin
if r~.Dir <> nil
then Antecessor (g, r*.Dir)
else begin

dispose (q);
end;
end;

begin {— Retira —}
ifp = nil
then writeln (* Erro : Registro néo esta na drvore’)
else if x.Chave < p~.Reg.Chave
then Retira (x, p~.Esq)
else if x.Chave > p~.Reg.Chave
then Retira (x, p~.Dir)
else if p~.Dir = nil
then begin
Aux := p;
p = p~.Esq;
dispose (Aux);
end
else if p~.Esq = nil
then begin
Aux := p;
p := p~.Dir;
dispose (Aux);
end
else Antecessor (p, p~.Esq);
end;

Programa 4.9: Procedimento para retirar x da arvore
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procedure Central (p : Apontador);
begin
if p <> nil
then begin
Central (p~.Esq);
writeln (p~.Reg.Chave);
Central (p~.Dir);
end;’
end;

Programa 4.10: Caminhamento central
Analise
O nimero de comparacgdes em uma pesquisa com sucesso é:

melhor caso : C(n) = 0(1) pior
caso : C(n) = 0(n) caso médio :
C(n) = 0(log n)

O tempo de execucdo dos algoritmos para &rvores binarias de pesquisa
dependem muito do formato das arvores. Para obter o pior caso basta que as
chaves sejam inseridas em ordem crescente (ou decrescente). Neste caso a
arvore resultante € uma lista linear, cujo nimero médio de comparages é
(n + 1)/2.

Para uma arvore de pesquisa randémica® é possivel mostrar que o
numero esperado de comparagfes para recuperar um registro qualquer é
cerca de 1, 39 log n, apenas 39% pior que a arvore completamente balanceada
(vide secdo seguinte).

4.3.2 Arvores Binarias de Pesquisa Com Balanceamento

Para uma distribuicdo uniforme das chaves, onde cada chave é igualmente
provavel de ser usada em uma pesquisa, a arvore completamente balan-
ceada®? minimiza o tempo médio de pesquisa. Entretanto, o custo para
manter a arvore completamente balanceada apés cada inser¢do tem um custo
muito alto. Por exemplo, para inserir a chave 1 na arvore a esquerda na

tUma arvore A com n chaves possui n + 1 nodos externos e estas n chaves dividem todos os valores
possiveis em n+1 intervalos. Uma insercdo em A é considerada randémica se ela tem probabilidade igual de
acontecer em qualquer um dos n + 1 intervalos. Uma arvore de pesquisa randdmica com n chaves é uma
arvore construida através de n insergdes randdémicas sucessivas em uma arvore inicialmente vazia

2Em uma éarvore completamente balanceada os nodos externos aparecem em no maximo dois niveis
adjacentes.
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Figura 4.3 e obter a arvore a direita na mesma figura é necessario movimentar todos os nodos
da arvore original.

Figura 4.3: Arvore binaria de pesquisa completamente balanceada

Uma forma de contornar este problema é procurar uma solucdo inter-
mediaria que possa manter a arvore "quase-balanceada”, ao invés de tentar
manter a arvore completamente balanceada. 0 objetivo é procurar obter bons
tempos de pesquisa, proximos do tempo 6timo da arvore completa-mente
balanceada, mas sem pagar muito para inserir ou retirar da arvore.

Existem inUmeras heuristicas baseadas no principio acima. Gonnet e
Baeza-Yates (1991) apresentam algoritmos que utilizam varios critérios de
balanceamento para arvores de pesquisa, tais como restricbes impostas na
diferenca das alturas de subéarvores de cada nodo da arvore, na redugédo do
comprimento do caminho interno® da arvore, ou que todos os nodos
externos aparecam no mesmo nivel. Na secdo seguinte vamos apresentar
uma arvore binaria de pesquisa com balanceamento em que todos os nodos
externos aparecem no mesmo nivel.

Arvores SBB

As arvores B foram introduzidas por Bayer e McCreight (1972) como uma
estrutura para memdria secundaria, conforme mostrado em detalhes na
Sec¢do 5.3.1. Um caso especial da arvore B, mais apropriada para memoria
primaria, é a arvore 2-3, na qual cada nodo tem duas ou trés subarvores.
Bayer (1971) mostrou que as arvores 2-3 podem ser representadas por arvores
binarias, conforme mostrado na Figura 4.4.

Quando a arvore 2-3 é vista como uma arvore B bindria, existe uma
assimetria inerente no sentido de que os apontadores a esquerda tém que ser
verticais (isto é, apontam para um nodo no nivel abaixo), enquanto 0s
apontadores a direita podem ser verticais ou horizontais. A eliminacao da
assimetria nas arvores B bindarias leva as arvores B binarias simétricas,

30 comprimento do caminho interno corresponde a soma dos comprimentos dos caminhos
entre a raiz e cada um dos nodos internos da arvore. Por exemplo, o comprimento do caminho
interno da arvore a esquerda na Figura4.3é8=(0+1+1+2+2+2).
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Figura 4.4: Uma arvore 2-3 e a arvore B binaria correspondente

cujo nome foi abreviado para arvores SBB (Symmetric Binary B-trees) por
Bayer (1972). A Figura 4.5 apresenta uma arvore SBB.

S

o/
(1D—2) (1) (& ——(8) (10
ao O oo oo oo oo

Figura 4.5: Arvore SBB

A arvore SBB é uma &rvore binaria com dois tipos de apontadores,
chamados apontadores verticais e apontadores horizontais, tal que:

1. todos os caminhos da raiz até cada nodo externo possuem 0 mesmo
numero de apontadores verticais, e
2. ndo podem existir dois apontadores horizontais sucessivos.

Uma &rvore SBB pode também ser vista como uma representacdo binéria
da arvore 2-3-4 apresentada por Guibas e Sedgewick (1978) e mostrada em
detalhes em Sedgewick (1988), na qual "supernodos” podem conter até trés
chaves e quatro filhos. Por exemplo, tal "supernodo™, com chaves 3, 5 e 9,
pode ser visto na arvore SBB da Figura 4.5.

Transformacdes para Manutengdo da Propriedade SBB

0 algoritmo para arvores SBB usa transformacdes locais no caminho de
insercdo (retirada) para preservar o balanceamento. A chave a ser inserida (
retirada) é sempre inserida (retirada) ap6s o apontador vertical mais baixo
na arvore. Dependendo da situacdo anterior a insercdo (retirada), podem
aparecer dois apontadores horizontais sucessivos e, neste caso, é necessario
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realizar uma transformagdo. Se uma transformacdo é realizada, a altura da
subarvore transformada ¢ um mais do que a altura da subarvore original, o
que pode provocar outras transformagfes ao longo do caminho de pesquisa,
até a raiz da arvore. A Figura 4.6 mostra as transformacgbes propostas por
Bayer (1972), onde transformacdes simétricas podem ocorrer.

— e —

(a) Esquerda-esquerda (EE)

— FR Y

(b) Esquerda—direita (ED)

l

Figura 4.6: Transformagdes propostas por Bayer (1972)

A estrutura de dados arvore SBB sera utilizada para implementar o tipo
abstrato de dados Dicionario. A estrutura do Dicionério é apresentada no
Programa 4.11. A unica diferenca da estrutura utilizada para implementar a
arvore de pesquisa sem balanceamento (vide Programa 4.4) esta nos campos
BitE e BitD dentro do registro Nodo, usados para indicar o tipo de apontador (
horizontal ou vertical) que sai do nodo.

type Registro =record
Chave : TipoChave;
{outros componentes}
end;
Inclinagdo = (Vertxcal Horizontal);
Apontador = ~Nodo;
Nodo =record
Reg : Registro;
Esq, Dir : Apontador;
BitE, BitD : Inclinagdo;
end;
TipoDiciondrio = Apontador;

Programa 4.11: Estrutura do dicionario para arvores SBB
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O procedimento Pesquisa para arvores SBB é idéntico ao procedimento
Pesquisa para arvores sem balanceamento mostrado no Programa 4.5, porque
0 procedimento Pesquisa ignora completamente os campos BitE e BitD.
Logo, nenhum tempo adicional é necessario para pesquisar na arvore SBB.

Os quatro procedimentos EE, ED, DD e DE sdo utilizados nos procedi-
mentos Insere e Retira, com o0 objetivo de eliminar dois apontadores hori-
(szntais sucessivos. 0 Programa 4.12 mostra a implementagdo destes proce-

imentos.

procedure EE (var Ap: Apontador);

var Apl : Apontador;

begin
Apl := Ap~.Esq; Ap~.Esq:= Apl-.Dir; Apl-.Dir := Ap;
Apl-.BitE := Vertical; Ap~.BitE := Vertical;
Ap = Apl;

end;

procedure ED (var Ap: Apontador);

var Apl, Ap2 : Apontador;
begin
Apl := Ap~.Esq; Ap2 := Apl-.Dir;
Apl-.BitD := Vertical; Ap~.BitE := Vertical;
Apl-.Dir := Ap2-.Esq; Ap2-.Esq:= Apl;
Ap~.Esq := Ap2~.Dir; Ap2-.Dir:= Ap;

Ap:= Ap2;

end;

procedure DD (var Ap: Apontador);
var Apl : Apontador;
begin
Apl := Ap~.Dir; Ap~.Dir := Apl-.Esq; Apl~.Esq := Ap;
Apl-.BitD := Vertical; Ap~.BitD := Vertical;
Ap := Apl;
end;

procedure DE (var Ap: Apontador);

var Apl, Ap2 : Apontador;
begin
Apl := Ap~.Dir; Ap2:= Apl-.Esq;
Apl~.BitE := Vertical; Ap~.BitD := Vertical;
Apl-.Esq := Ap2-.Dir; Ap2-.Dir:= Apl;
Ap~.Dir := Ap2-.Esq; Ap2-.Esq:= Ap;

Ap:= Ap2;

end;

Programa 4.12: Procedimentos auxiliares para drvores SBB
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O procedimento Insere tem uma interface idéntica a interface do pro-
cedimento Insere para arvores sem balanceamento, conforme pode ser visto
no Programa 4.13. Para que isso seja possivel o procedimento Insere sim-
plesmente chama um outro procedimento interno de nome llnsere, cuja in-
terface contém dois parametros a mais que o procedimento Insere, a saber:
o pardmetro 1Ap indica que a inclinacdo do apontador toma o valor hori-
zontal sempre que um nodo é elevado para o nivel seguinte durante uma
insercdo, e o parametro Fim toma o valor true quando a propriedade SBB é
reestabelecida e nada mais é necessario fazer.

procedure Insere { x : Registro; var Ap : Apontador);
var Fim : boolean; IAp : Inclinacao;

procedure IInsere (x : Registro; var Ap : Apontador;
var IAp : Inclinacao; var Fim : boolean);
begin
if Ap = nil
then begin
new(Ap); IAp := Horizontal; Ap~.Reg := x;
Ap~.BitE := Vertical; Ap~.BitD := Vertical;
Ap~.Esq := nil; Ap~.Dir := nil;
Fim := false;
end
else
if x.Chave < Ap~.Reg.Chave
then begin
IInsere (x, Ap~.Esq, Ap~.BitE, Fim);
if not Fim
then if Ap~.BitE = Horizontal
then begin
if Ap~.Esq".BitE = Horizontal
then begin EE (Ap); IAp := Horizontal; end
else if Ap~.Esq~.BitD = Horizontal

then begin ED (Ap); IAp := Horizontal; end;
end

else Fim := true;
end
else
if x.Chave > Ap~.Reg.Chave
then begin
IInsere (x, Ap~.Dir, Ap~.BitD, Fim);
if not Fim
" then if Ap~.BitD = Horizontal
then begin
if Ap~.Dir~.BitD = Horizontal
then begin DD (Ap); IAp := Horizontal; end
else if Ap~.Dir~.BitE = Horizontal
then begin DE (Ap); IAp := Horizontal; end;
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end
else Fim := true;
end
else begin
writeln (* Erro: Chave j4 estd na arvore’);
Fim := true
end;

end; { IInsere }

begin { Insere }.
IInsere (x, Ap, IAp, Fim);
end; { Insere }

Programa 4.13: Procedimento para inserir na arvore SBB

A Figura 4.7 mostra o resultado obtido quando se insere uma seqiiéncia
de chaves em uma arvore SBB inicialmente vazia: a arvore a esquerda é
obtida ap0s a inser¢do das chaves 7, 10, 5; a arvore do meio é obtida apos a
insercdo das chaves 2, 4 na arvore anterior; a arvore a direita é obtida apos a
insercdo das chaves 9, 3, 6 na arvore anterior. A &rvore de pesquisa mostrada
na Figura 4.5 pode ser obtida quando as chaves 1, 8 sdo inseridas na arvore a
direita na Figura 4.7.

(5) 3@9‘
B—D—® O—D (DD oe

Figura 4.7: Crescimento de uma 4rvore SBB

O procedimento Inicializa é extremamente simples, conforme ilustra o
Programa 4.14. '

procedure Inicializa (var Diciondrio : TipoDicionario);
begin

Dicionario := nil;
end;

Programa 4.14: Procedimento para inicializar a &rvore SBB
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O procedimento Retira pode ser visto no Programa 4.15. Assim como o
procedimento Insere mostrado acima, o procedimento Retira contém um
outro procedimento interno de nome IRetira, cuja interface interface contém
um parametro a mais que o procedimento Retira, a saber: o parametro Fim
toma o valor true quando a propriedade SBB é reestabelecida e nada mais é
necesséario fazer.

Por sua vez, o procedimento IRetira utiliza trés procedimentos internos,
a saber:

e EsqCurto (DirCurto) é chamado quando um nodo folha (que é referen-
dado por um apontador vertical) é retirado da subarvore a esquerda (
direita), tornando-a menor na altura ap0s a retirada;

* Quando o nodo a ser retirado possui dois descendentes, o procedimento
Antecessor localiza 0 nodo antecessor para ser trocado com o nodo a
ser retirado.

procedure Retira ( x : Registro; var Ap :' Apontador);
var Fim : boolean;

procedure IRetira ( x: Registro; var Ap: Apontador; var Fim: boolean);
var Aux : Apontador;

procedure EsqCurto (var Ap: Apontador; var Fim: boolean);
var Apl : Apontador;
begin { Folha esquerda retirada => 4rvore curta na altura esquerda }
if Ap~.BitE = Horizontal
‘then begin Ap~.BitE := Vertical; Fim := true; end
else if Ap~.BitD = Horizontal
then begin
Apl := Ap~.Dir; Ap~.Dir := Apl-.Esq;
Apl~.Esq ;= Ap; Ap := Apl;
if Ap~.Esq”.Dir*.BitE = Horizontal
then begin DE(Ap~.Esq); Ap~.BitE := Vertical; end
else if Ap~.Esq~.Dir~.BitD = Horizontal
then begin DD(Ap~.Esq); Ap~.BitE := Vertical; end;
Fim ;= true;
end
else begin
Ap~.BitD := Horizontal;
if Ap~.Dir".BitE = Horizontal
then begin DE(Ap); Fim := true; end
else if Ap~.Dir~.BitD = Horizontal
then begin DD(Ap); Fim := true; end;
end;
end; { EsqCurto }
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procedure DirCurto (var Ap: Apontador; var Fim: boolean);
var Apl : Apontador; :
begin { Folha direita retirada => &rvore curta na altura direita }
if Ap~.BitD = Horizontal
then begin Ap~.BitD := Vertical; Fim := true; end
else if Ap~.BitE = Horizontal
then begin
Apl := Ap~.Esq; Ap~.Esq := Apl-.Dir;
Apl-.Dir := Ap; Ap := Apl;
if Ap~.Dir".Esq~.BitD = Horizontal
then begin ED(Ap~.Dir); Ap~.BitD := Vertical; end
else if Ap~.Dir~.Esq~.BitE = Horizontal
then begin EE(Ap~.Dir); Ap~.BitD := Vertical; end;
Fim := true;
end
else begin
Ap~.BitE := Horizontal;
if Ap~.Esq~.BitD = Horizontal
then begin ED(Ap); Fim := true; end
else if Ap~.Esq”~.BitE = Horizontal
then begin EE(Ap); Fim := true; end;
end;
end; { DirCurto }

procedure Antecessor(q:Apontador; var r:Apontador; var Fim:boolean);
begin
if r~.Dir <> nil
then begin
Antecessor(q, r~.Dir, Fim);
if not Fim then DirCurto(r, Fim);
end
else begin
q~.Reg := r~.Reg;
q:=r1; r:=r".Esq;
dispose (q);
if r <> nil then Fim := true;
end;
end; { Antecessor }

begin { IRetira }
if Ap = nil
then begin writeln(’ Chave nfo estd na arvore’); Fim := true; end
else if x.Chave < Ap~.Reg.Chave
then begin
IRetira(x, Ap~.Esq, Fim);
if not Fim then EsqCurto(Ap, Fim);
end
else if x.Chave > Ap~.Reg.Chave



126 CAPIiTULO 26. PESQUISA EM MEMORIA PRIMARIA

then begin
IRetira(x, Ap~.Dir, Fim);
if not Fim then DirCurto(Ap, Fim);
end
else begin { Encontrou chave }
Fim := false;

Aux := Ap;

if Aux~.Dir = nil

then begin
Ap := Aux~.Esq;
if Ap <> nil then Fim := true;
end

else if Aux~.Esq = nil
then begin
Ap := Aux~.Dir;
if Ap <> nil then Fim := true;
end
else begin
Antecessor (Aux, Aux~.Esq, Fim);
if not Fim then EsqCurto(Ap, Fim);
end;
end;
end; { IRetira }

begin { Retira }
IRetira(x, Ap, Fim);
end; { Retira }

Programa 4.15: Procedimento para retirar da arvore SBB

A Figura 4.8 mostra o resultado obtido quando se retira uma seqiiéncia
de chaves da arvore SBB: a arvore a esquerda é obtida ap0s a retirada da
chave 7 da arvore a direita na Figura 4.7 acima; a arvore do meio é obtida
apos a retirada da chave 5 da arvore anterior; a arvore a direita é obtida
apos a retirada da chave 9 da arvore anterior.

Andalise

Para as arvores SBB é necessario distinguir dois tipos de alturas. Uma de-
las é a altura vertical h, necessaria para manter a altura uniforme e obtida
através da contagem do nimero de apontadores verticais em qualquer cami-
nho entre a raiz e um nodo externo. A outra é a altura k, que representa o
numero maximo de comparacdes de chaves obtida através da contagem do
namero total de apontadores no maior caminho entre a raiz e um nodo ex-
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Figura 4.8: Decomposi¢io de uma 4rvore SBB

terno. A altura k é maior que a altura h sempre que existirem apontadores
horizontais na drvore. Para uma 4rvore SBB com n nodos internos, temos
que

h <k <2h.
De fato Bayer (1972) mostrou que
log(n+1) <k < 2log(n+2)—2.

O custo para manter a propriedade SBB é exatamente o custo para per-
correr o caminho de pesquisa para encontrar a chave, seja para inseri-la ou
para retird-la. Logo, este custo é O(logn).

O nimero de comparagdes em uma pesquisa com sucesso na irvore SBB
é

melhor caso : C(n) = 0(1)
pior caso  : C(n) = O(logn)
caso nmédio : C(n) = O(logn)

Na pratica o caso médio para C, é apenas cerca de 2% pior que o Cj,
para uma arvore completamente balanceada, conforme mostrado em Ziviani
e Tompa (1982).

4.4 Pesquisa Digital

A pesquisa digital é baseada na representacdo das chaves como uma seqiiéncia
de caracteres ou de digitos. Grosso modo, o método de pesquisa digital é
realizado da mesma forma que uma pesquisa em dicionarios que possuem
aqueles "indices de dedo". Com a primeira letra da palavra sdo determina-
das todas as paginas que contém as palavras iniciadas por aquela letra.

Os métodos de pesquisa digital sdo particularmente vantajosos quando as
chaves sdo grandes e de tamanho variavel. No problema de casamento
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de cadeias, trabalha-se com chaves semi-infinitas*, isto é, sem limitacédo
explicita quanto ao tamanho delas. Um aspecto interessante quanto aos
métodos de pesquisa digital € a possibilidade de localizar todas as ocorréncias
de uma determinada cadeia em um texto, com tempo de resposta logaritmico
em relacéo ao tamanho do texto.

Trie

Uma trie € uma arvore M-éria cujos nodos sdo vetores de M componentes
com campos correspondentes ao digitos ou caracteres que formam as chaves.
Cada nodo no nivel i representa o conjunto de todas as chaves que comegam
com a mesma sequéncia de i digitos ou caracteres. Este nodo especifica uma
ramificacdo com M caminhos dependendo do (i + 1)-ésimo digito ou
caractere de uma chave. Considerando as chaves como sequéncia de bits (isto
é, M = 2), o algoritmo de pesquisa digital é semelhante ao de pesquisa em
arvore, exceto que, ao invés de se caminhar na arvore de acordo com o
resultado de comparacgéo entre chaves, caminha-se de acordo com os bits de
chave. A Figura 4.9 mostra uma trie construida a partir das seguintes chaves
de 6 bits:

B =010010
C =010011
H =011000
J =100001
Q =101000

Para construir .uma trie, faz-se uma pesquisa na arvore com a chave a ser
inserida. Se 0 nodo externo em que a pesquisa teminar for vazio, cria-se um
novo nodo externo nesse ponto contendo a nova chave, como ilustra a
insercdo da chave W = 110110 na Figura 4.10. Se o nodo externo contiver
uma chave, cria-se um ou mais nodos internos cujos descendentes conterdo a
chave ja existente e a nova chave. A Figura 4.10 ilustra a inser¢do da chave
K = 100010 que envolve repor J por um novo nodo interno cuja subarvore
esquerda é outro novo nodo interno cujos filhos sdo J e K, porque estas
chaves possuem 0s mesmos bits até a quinta posicao.

O formato das tries, diferentemente das arvores binarias comuns, nao
depende da ordem em que as chaves sdo inseridas e sim da estrutura das
chaves através da distribuicdo de seus bits. Uma grande desvantagem das

“Uma chave semi-infinita € uma seqléncia de caracteres em que somente a sua extre-
midade inicial é definida. Logo, cada posicdo no texto representa uma chave semi-infinita,
constituida pela secy‘]éncia que inicia naquela posicdo e se estende direita tanto quanto for
necessario ou até o final do texto. Por exemplo, um banco de dados constituido de n palavras (
as posicOes de interesse nesse caso sdo 0s enderegos de inicio das palavras) possui n chaves
semi-infinitas.
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Figura 4.10: Insergio das chaves W e K

tries é a formacdo de caminhos de uma sé diregdo para chaves com um
grande ndmero de bits em comum. Por exemplo, se duas chaves diferirem
somente no Gltimo bit, elas formardo um caminho cujo comprimento é igual
ao tamanho delas, ndo importando quantas chaves existem na arvore. Veja o
caminho gerado pelas chaves B e C na Figura 4.10.

Patricia

PATRICIA é a abreviatura de Practical Algorithm To Retrieve Information
Coded In Alphanumeric (Algoritmo Pratico para Recuperar Informacéao
Codificada em Alfanumérico). Este algoritmo foi originalmente criado por
Morrison (1968) num trabalho de casamento de cadeias, aplicado a recu-
peracdo de informacdo em arquivos de grande porte. Knuth (1973) deu um
novo tratamento ao algoritmo, reapresentando-o de férma mais clara como
um caso particular de pesquisa digital, essencialmente, um caso de arvore trio
bindria. Sedgewick(1988) apresentou novos algoritmos de pesquisa e de in-
sercdo baseados nos algoritmos propostos por Knuth. Gonnet e Baeza-Yates
(1991) propuzeram também outros algoritmos.



130 CAPIiTULO 4. PESQUISA EM MEMORIA PRIMARIA

O algoritmo para construcdo da arvore Patricia é baseado no método de
pesquisa digital, mas sem apresentar o inconveniente citado para o caso das
tries. 0 problema de caminhos de uma sé direcdo é eliminado por meio de
uma solucdo simples e elegante: cada nodo interno da &rvore contém o indice
do bit a ser testado para decidir qual ramo tomar. A Figura 4.11 apresenta a
arvore Patricia gerada a partir das chaves B, C, H, J e Q apresentadas acima.

Figura 4.11: Arvore Patricia

Para inserir a chave K = 100010 na &rvore da Figura 4.11, a pesquisa
inicia pela raiz e termina quando se chega ao nodo externo contendo J. Os
indices dos bits nas chaves estdo ordenados da esquerda para a direita.
Assim, o bit de indice 1 de K é 1, indicando a subarvore direita, e o bit de
indice 3 indica a subarvore esquerda que, neste caso, € um nodo externo.
Isto significa que as chaves J e K mantém o padrdo de bits 1xOxxx, assim
como qualquer outra chave que seguir este caminho de pesquisa. Um novo
nodo interno rep6e o nodo J, e este juntamente com o nodo K serdo 0s nodos
externos descendentes. 0 indice do novo nodo interno é dado pelo primeiro
bit diferente das duas chaves em questdo, que é o bit de indice 5. Para
determinar qual serd o descendente esquerdo e o direito, € s6 verificar o
valor do bit 5 de ambas as chaves, conforme mostrado na Figura 4.12.

Figura 4.12: Insergio da chave K
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A insercdo da chave W = 110110 ilustra um outro aspecto. A pesquisa
sem sucesso na arvore da Figura 4.13 é realizada de maneira analoga. Os bits
das chaves K e W sdo comparados a partir do primeiro para determinar em
qual indice eles diferem, sendo, neste caso, os de indice 2. Portanto o ponto
de insercdo agora serd no caminho de pesquisa entre 0s nodos internos de
indice 1 e 3. Cria-se ai um novo nodo interno de indice 2, cujo descendente
direito é um nodo externo contendo W e cujo descendente esquerdo é a
subarvore de raiz de indice 3, conforme ilustra a Figura 4.13.

Figura 4.13: Insercio da chave W

A implementagdo apresentada a seguir é derivada de Albuquerque e Zi-
viani (1985). O Programa 4.16 apresenta a definicdo da estrutura de da-
dos utilizada na implementacdo do algoritmo. Os Programas 4.17 e 4.18
apresentam algumas funcGes e procedimentos utilizados pelos algoritmos de
pesquisa e insercdo. O Programa 4.19 apresenta a implementagido do algo-
ritmo de pesquisa. O Programa 4.20 apresenta a inicializagdo da arvore. O
Programa 4.21 apresenta a implementagdo do algoritmo de insergdo.

const D = “no. de bits de cada chave”; {depende de ChaveTipo}
type ChaveTipo = “a definir, dependendo da aplicagio”;
IndexAmp = 0..D;
NodoTipo = (Interno, Externo);
Arvore = “PatNodo;
PatNodo =record
case nt : NodoTipo of )
Interno : (Index : IndexAmp; Esq, Dir : Arvore);
Externo : (Chave : ChaveTipo)
end;
end;
Dib = 0..1;

Programa 4.16: Estrutura de dados
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function Bit (i : IndexAmp; k : ChaveTipo) : Dib;
{— Retorna o i-ésimo bit da chave k a partir da esquerda —}
var c, j : integer;

begin
ifi=0
then Bit := 0
else begin
¢ := ord(k);
forj:=1to D-idoc :=c div 2;
Bit := ¢ mod 2;
end;
end;

function EData (p : Arvore) : boolean;
{— Verifica se p~ é nodo externo —}
begin

EData := p~.nt = Externo;
end;

Programa 4.17: Funcdes auxiliares

procedure CrieNodos ( k, ka : ChaveTipo; i : integer;
var v : Arvore; var h : boolean);
{— O nodo interno contém o valor do indice do bit em que
as chaves k ¢ ka diferem. O nodo externo conterd a
chave k a ser inserida. O endereco do nodo interno
relorna em v; h indica se a insergdo jd foi feita —}
varp, q : Arvore;
b : boolean;

b := true;
while b and (i < D) do
if Bit(i,k) = Bit(i,ka) then i := i + 1 else b := false;
ifi > D then h := true {k j4 se encontra na 4rvore}
else begin
h := false;
new (p, Interno); new (q, Externo);
with p~ do
begin
nt := Interno; Index :=i;
if Bit(i,k) = 0 then Esq := q else Dir := q;
end;
with q~ do
begin
nt := Externo; Chave := k;
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end;
vi=p;
end;
end;

Programa 4.18: Procedimento CrieNodos

procedure Pesquise (k : ChaveTipo; t : Arvore);
begin
if EData(t)
then if k = t~.Chave
then Encontrado(t)
else NaoEncontrado(k)
else if Bit (t".Index, k) = 0
then Pesquise (k, t~.Esq)
else Pesquise (k, t~.Dir)
end;

Programa 4.19: Algoritmo de pesquisa

procedure Inicialize (var r : Arvore);
begin

new(r, Interno);

with r~ do
begin Index := 0; Esq := nil; end;
end;

Programa 4.20: Inicializa¢do da arvore

Cada chave k é inserida de acordo com os passos abaixo, partindo da raiz:

1. Se a subarvore corrente for vazia, entdo é criado um nodo externo
contendo a chave k (isto ocorre somente na insergdo da primeira chave)

e 0 algoritmo termina.

2. Se a subarvore corrente for simplesmente um nodo externo, os bits da
chave k sdo comparados, a partir do bit de indice imediatamente ap6s o
altimo indice da sequiéncia de indices consecutivos do caminho de
pesquisa, com os bits correspondentes da chave k' deste nodo externo
até encontrar um indice i cujos bits difiram. A comparagdo dos bits
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procedure Insira (k : ChaveTipo; var t, u : Arvore;
i : integer; var h : boolean);
begin
if t = nil
then begin {insere a primeira chave}
h := true; new (t, Externo);
with t* do begin nt := Externo; Chave := k end;
end
else if EData(t) :
then CrieNodos (k, t=.Chave, i+1, u, h)
else begin
ift~Index=i+ 1theni:=i+1;
if Bit (t~.Index, k) = 0
then begin
Insira (k, t~.Esq, u, i, h);
ifnot h
then if t~.Index < u~.Index
then begin {insere par de nodos}
h := true;
if Bit (u~.Index, k) = 0
then u~.Dir ;= t~.Esq
else u~.Esq := t~.Esq;
t=.Esq := u;
end;
end
else begin
Insira (k, t~.Dir, u, i, h);
if not h
then if t~.Index < u~.Index
then begin
h := true;
if Bit (u=.Index, k) = 0
then u~.Dir := t~.Dir
else u~.Esq := t~.Dir;
t~.Dir ;= u;
end;
end;
end;
end;
end;

Programa 4.21: Algoritmo de inser¢do
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a partir do ultimo indice consecutivo melhora consideravelmente o de-
sempenho do algoritmo. Se todos forem iguais, a chave ja se encontra
na arvore e o algoritmo termina, sendo vai-se para o Passo 4.

3. Caso contréario, ou seja, se a raiz da subarvore corrente for um nodo
interno, vai-se para a subarvore indicada pelo bit da chave k de indice
dado pelo nodo corrente, de forma recursiva.

4. Depois sdo criados um nodo interno e um nodo externo: o primeiro
contendo o indice i e 0 segundo, a chave k. A seguir, 0 nodo interno é
ligado ao externo pelo apontador de subarvore esquerda ou direita,
dependendo se o bit de indice i da chave k seja 0 ou 1, respectivamente.

5. 0 caminho de insercdo é percorrido novamente de baixo para cima,
subindo com o par de nodos criados no Passo 4 até chegar a um nodo
interno cujo indice seja menor que o indice i determinado no Passo 2.
Este é o ponto de insercdo e o par de nodos € inserido.

4.5 Transformacéo de Chave (Hashing)

Os métodos de pesquisa apresentados anteriormente sdo baseados na com-
paracdo da chave de pesquisa com as chaves armazenadas na tabela, ou na
utilizacdo dos bits da chave de pesquisa para escolher o caminho a seguir. 0
método de transformagdo de chave (ou hashing) é completamente diferente:
0s registros armazenados em uma tabela sdo diretamente enderecados a par-
tir de uma transformacéao aritmética sobre a chave de pesquisa. De acordo
com o Webster's New World Dictionary, a palavra hash significa: (i) fazer
picadinho de carne e vegetais para cozinhar; (ii) fazer uma bagunga. Como
veremos a seguir, o termo hashing é um nome apropriado pata o método.

Um método de pesquisa através da transformacdo de chave é constituido
de duas etapas principais:

1. Computar o valor da fungdo de transformacéo (também conhecida
por funcdo hashing), a qual transforma a chave de pesquisa em um
endereco da tabela;

2. Considerando que duas ou mais chaves podem ser transformadas em
um mesmo endereco de tabela, é necessério existir um método para
lidar com colisdes.

Se porventura as chaves fossem inteiros de 1 a n, entdo poderiamos ar-
mazenar o registro com chave i na posicdo i da tabela, e qualquer registro
poderia ser imediatamente acessado a partir do valor da chave. Por outro
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lado, vamos supor uma tabela capaz de armazenar M = 97 chaves, onde cada
chave pode ser um numero decimal de 4 digitos. Neste caso existem N =
10000 chaves possiveis, e a funcéo de transformacgao ndo pode ser um para
um: mesmo que o numero de registros a serem armazenados seja muito
menor do que 97, qualquer que seja a funcdo de transformacéo, algumas
colisBes irdo ocorrer fatalmente, e tais colisbes tém que ser resolvidas de
alguma forma.

Mesmo que se obtenha uma 'funcdo de transformacdo que distribua os
registros de forma uniforme entre as entradas da tabela, existe uma alta
probabilidade de haver colisdes. 0 paradoxo do aniversario (Feller, 1968,
p. 33), diz que em um grupo de 23 ou mais pessoas, juntas ao acaso, existe
uma chance maior do que 50% de que 2 pessoas comemorem aniversario no
mesmo dia. Isto significa que, se for utilizada uma funcéo de transformacéo
uniforme que enderece 23 chaves randdmicas em uma tabela de tamanho
365, a probabilidade de que haja colis6es é maior do que 50%.

4.5.1 Fungdes de Transformacéao

Uma funcdo de transformacgdo deve mapear chaves em inteiros dentro do
intervalo [0..M — 1], onde M € o tamanho da tabela. A funcdo de trans-
formacdo ideal é aquela que: (i) seja simples de ser computada; (ii) para cada
chave de entrada, qualquer uma das saidas possiveis é igualmente provavel
de ocorrer.

Considerando que as transformacdes sobre as chaves sdo aritméticas, o
primeiro passo € transformar as chaves ndo numéricas em nimeros. No caso
do Pascal, basta utilizar a funcdo ord que recebe um argumento de um tipo
escalar qualquer e retorna o nimero ordinal dentro do tipo (por exemplo, ord
(true) é 1 desde que o tipo boolean é definido como (false, true)).

Varias funcdes de transformacdo tém sido estudadas (Knott, 1975; Knuth,
%973). Um dos métodos que funciona muito bem usa o resto da divisao por M

h(K) = Kmod M

onde K é um inteiro correspondente a chave. Este € um método muito
simples de ser implementado, conforme ilustra o Programa 4.22. 0 Unico
cuidado a tomar é na escolha do valor de M. Por exemplo, se M é par, entdo
h(K) é par quando K é par, e h(K) é impar quando K é impar. Resumindo, M
deve ser um nimero primo, mas nao qualquer primo: 'devem ser evitados 0s
numeros primos obtidos a partir de

5Para nimeros reais z e y a operagio bindria mod é definida como zmody = z —
ylz/y], se y # 0. Quando z e y sio inteiros entio 5 mod 3 =2, 6 mod 3 = 0.
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type TipoChave = packed array [1..n] of char;
Indice = 0..M-1;

function h(Chave : TipoChave) : Indice;

var i, Soma : integer;

begin
Soma := 0;
for i := 1 to n do Soma := Soma + ord (Chave([i));
h := Soma mod M;

end;

Programa 4.22: Implementagio de funcio de transformacio

bt

onde b é a base do conjunto de caracteres (geralmente b = 64 para BCD, 128
para ASCII, 256 para EBCDIC, ou 100 para alguns cédigos decimais), e i e
J sdo pequenos inteiros (Knuth, 1973, p.509).

4.5.2 Listas Encadeadas

Uma das formas de resolver as colisées é simplesmente construir uma lista
linear encadeada para cada enderego da tabela. Assim, todas as chaves com
mesmo enderego sio encadeadas em uma lista linear.

Se a i-ésima letra do alfabeto é representada pelo nimero i e a fungio de
transformagio h(Chave) = Chave mod M é utilizada para M = 7, entdo a
Figura 4.14 mostra o resultado da insergdo das chaves PES QU I S A na
tabela. Por exemplo, h(A) = h(1) = 1, h(E) = h(5) = 5, h(S) = A(19) = 5,
e assim por diante.

T
- nil
- nil
T nil

T @I F—— nil

——— nil

+— 3 ET— i

——— nil

OOV W N = O

Figura 4.14: Lista encadeada em separado

A estrutura de dados lista encadeada em separado serd utilizada para
implementar o tipo abstrato de dados Diciondrio, com as operagdes Inicia-



138 CAPITULO 4. PESQUISA EM MEMORIA PRIMARIA

type TipoChave = packed array [1..n] of char;
Tipoltem =record
Chave : TipoChave;
{outros componentes}
end;
Apontador = ~Célula;
Célula =record
Item : Tipoltem;
Prox : Apontador;
end;
TipoLista = record
Primeiro : Apontador;
Ultimo : Apontador;
end;
TipoDiciondrio = array [fndice] of TipoLista;

Programa 4.23: Estrutura do dicionario para listas encadeadas

liza, Pesquisa, Insere, Retira. A estrutura do dicionario é apresentada no
Programa 4.23.

A implementacdo das operagdes sobre o Dicionario sdo mostradas no
Programa 4.24. As operagbes FLVazia, Insere e Retira, definidas sobre o
TipoLista, mostradas no Programa 2.4 do Capitulo 2, podem ser utilizadas
para manipular as listas encadeadas. Entretanto, serd necessario alterar 0s
nomes do procedimentos Insere e Retira do Programa 2.4 para Ins e Ret
respectivamente, para ndo haver conflito com os nomes dos procedimentos
Insere e Retira do Dicionario (vide procedimentos Insere e Retira no Pro-
grama 4.24).

Analise

Assumindo que qualquer item do conjunto tem igual probabilidade de ser
enderecado para qualquer entrada de T, entdo o comprimento esperado de
cada lista encadeada € N/M, onde N representa 0 nimero de registros na
tabela e M o tamanho da tabela.

Logo, as operagbes Pesquisa, Insere e Retira custam 0(1 + N/M) ope-
races em media, onde a constante 1 representa o tempo para encontrar a
entrada na tabela e N/M o tempo para percorrer a lista. Para valores de M
préximos de N, o tempo se torna constante, isto é, independente de N.
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procedure Inicializa (var T : TipoDicionario);
var i : integer;
begin
for i := 0 to M—1 do FLVazia(T[i]);
end;

function Pesquisa (Ch: TipoChave; var T: TipoDiciondrio): Apontador;
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{—O0bs.: o Apontador de retorno aponta para o item anterior da lista— }

vari : fndice;
p : Apontador;
begin
i := h (Ch);
if Vazia (T[i])
then Pesquisa := nil { Pesquisa sem sucesso }
else begin
p := T[i].Primeiro;
while (p~.Prox~.Prox <> nil) and

(Ch <> p~.Prox".Item.Chave) do p:= p~.Prox;

if Ch = p~.Prox~.Item.Chave
then Pesquisa := p
else Pesquisa := nil; { Pesquisa sem sucesso }
end;
end;

procedure Insere (x: Tipoltem; var T: TipoDicionério);

begin

if Pesquisa (x.Chave, T) = nil

then Ins (x, T[h(x.Chave)])

elsé writeln (° Registro j& estd presente’);
end;

procedure Retira (x: Tipoltem; var T : TipoDicionério);

var p : Apontador;

begin
p := Pesquisa (x.Chave, T);
if p = nil

then writeln (* Registro ndo estd presente’)
else Ret (p, T[h(x.Chave)], x);

end;

Programa 4.24: Operacdes do Dicionario usando listas encadeadas
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4.5.3 Open Addressing

Quando o nimero de registros a serem armazenados na tabela puder ser pre-
viamente estimado, entdo ndo haverad necessidade de usar apontadores para
armazenar os registros. Existem varios métodos para armazenar N registros
em uma tabela de tamanho M > N, os quais utilizam os lugares vazios na
propria tabela para resolver as colisdes. Tais métodos sdo chamados
Open-addressing (Knuth, 1973, p.518).

Em outras palavras, todas as chaves sdo armazenadas na prépria tabela,
sem o uso de apontadores explicitos. Quando uma chave x é enderecada para
uma entrada da tabela que ja esteja ocupada, uma sequéncia de localizacdes
alternativas h;(x), h,(x), ... é escolhida dentro da tabela. Se nenhuma das h,(
X), hy(X), ... posicdes estd vazia entdo a tabela estd cheia e ndo podemos
inserir x.

Existem vérias propostas para a escolha de localizagcGes alternativas. A
mais simples é chamada de hashing linear, onde a posicdo h; na tabela é
dada por:

hi=(h(z)+j)mod M, paral<j<M-1

Se a i-ésima letra do alfabeto é representada pelo nimero ¢ e a fungdo de
transformagdo h(Chave) = Chave mod M é utilizada para M = 7, entdo a
Figura 4.15 mostra o resultado da inser¢do das chaves L U N E S na tabela,

usando hashing linear para resolver colisdes. Por exemplo, h(L) = h(12) = 5,
h(U) = h(21) = 0, h(N) = h(14) = 0, h(E) = h(5) = 5, e h(S) = h(19) = 5.

T
0 U
1 N
2 S
3
4
5 L
6 E

Figura 4.15: Open addressing

A estrutura de dados open addressing sera utilizada para implementar o
tipo abstrato de dados Dicionario, com as operacGes Inicializa, Pesquisa,
Insere, Retira. A estrutura do dicionario é apresentada no Programa 4.25.

A implementacdo das operagdes sobre o Dicionario sdo mostradas no
Programa 4.26.
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const Vazio ’ %
Retirado PRk A AAK,
type Apontador = integer;
TipoChave = packed array [1..n] of char;
Tipoltem = record
Chave : TipoChave;
{outros componentes}
end;
TipoDicionario = array [Indice] of Tipoltem;

Programa 4.25: Estrutura do dicionirio usando open addressing

Andlise

Seja o = N/M o fator de carga da tabela. Conforme demonstrado por
Knuth (1973), o custo de uma pesquisa com sucesso é

Cn)=% (14 25)

O hashing linear sofre de um mal chamado agrupamento (clustering) (
Knuth, 1973, pp.520-521). Este fendmeno ocorre na medida em que a tabela
comeca a ficar cheia, pois a inser¢do de uma nova chave tende a ocupar uma
posicdo na tabela que esteja contigua a outras posi¢des ja ocupadas, o que
deteriora 0 tempo necessario para novas pesquisas. Entretanto, apesar do
hashing linear ser um método relativamente pobre para resolver colisdes 0s
resultados apresentados sdo bons. A tabela 4.1 mostra alguns valores para C(
n) para diferentes valores de a.

o C(n)
0.10 1.06
0.25 1.17
0.50 1.50
0.75 2.50
0.90 5.50
0.95 10.50

Tabela 4.1: Numero de comparagGes em uma pesquisa com sucesso para hashing linear

0 aspecto negativo do método, seja listas encadeadas ou open addresstng,
esta relacionado com o pior caso, que € O(N). Se a funcdo de transformacdo
ndo conseguir espalhar os registros de forma razoavel pelas entradas da ta-
bela, entdo uma longa lista linear pode ser formada, deteriorando o tempo
médio de pesquisa. 0 melhor caso, assim como o caso médio, é 0(1).
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procedure Inicializa (var T : TipoDicion4rio);
var i : integer;

begin
for i := 0 to M—1 do TJ[i].Chave := Vazio;
end;
function Pesquisa (Ch: TipoChave; var T: TipoDicionério): Apontador;
var i : integer;
Inicial : integer;
begin

Inicial := h (Ch);

i:=0;

while (T[(Inicial + i) mod M].Chave <> Vazio) and
(T[(Inicial + i) mod M].Chave <> Ch) and
(i<M)doi:=i+1;

if T[(Inicial + i) mod M].Chave = Ch

then Pesquisa := (Inicial + i) mod M

else Pesquisa := M; { Pesquisa sem sucesso }

end;
procedure Insere ( x : Tipoltem; var T: TipoDicion4rio);
var i : integer;
Inicial : integer;
begin
Inicial := h (Ch);
i:=0;

while ((T|[(Inicial + i) mod M].Chave <> Vazio) and
(T[(Inicial + i) mod M].Chave <> Retirado))
and (i<M)doi:=i+1;
ifi<M
then T{(Inicial + i) mod M] := x
else writeln (’ Tabela cheia’);
end;
procedure Retira (Ch : TipoChave; var T : TipoDicion4rio);
vari: fndice;
begin
i := Pesquisa (Ch, T);
ifi<M
then T[i].Chave := Retirado
else wrjteln (’ Registro ndo est4 presente’);
end;

Programa 4.26: Operagdes do diciondrio usando open addressing
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Como vantagens na utilizacdo do método de transformacdo da chave
citamos: (i) alta eficiéncia no custo de pesquisa, que é 0(1) para o caso médio
e, (ii) simplicidade de implementacdo. Como aspectos negativos citamos: (i)
0 custo para recuperar 0s registros na ordem lexicografica das chaves é alto,
sendo necessario ordenar o arquivo e, (ii) o pior caso é O(N).

Notas Bibliograficas

As principais referéncias para pesquisa em memdria interna sdo Gonnet e
Baeza-Yates (1991), Knuth (1973), e Mehlhorn (1984). Outros livros in-
cluem Standish (1980), Wirth (1976), Wirth (1986), Aho, Hoperoft e Ullman (
1983), Terada (1991). Um estudo mais avancado sobre estruturas de dados e
algoritmos pode ser encontrado em Tarjan (1983).

Um dos primeiros estudos sobre insercdo e retirada em &rvores de pes-
quisa foi realizado por Hibbard (1962), tendo provado que o comprimento
médio do caminho interno apds n inser¢des randonicas é 21n n. A definicéo
de arvore bindria foi extraida de Knuth (1968, p.315).

A primeira arvore binaria de pesquisa com balanceamento foi proposta
por Adel'son-Vel'skii e Landis (1962), dois matematicos russos, a qual rece-
beu o nome de arvore AVL. Uma arvore binaria de pesquisa é uma arvore
AVL se a altura da subarvore a esquerda de cada nodo nunca difere de =1 da
altura da subarvore a direita. A Figura 4.16 apresenta uma arvore com esta
propriedade.

Figura 4.16: Arvore AVL

A forma de manter a propriedade AVL ¢é através de transformagdes loca-
lizadas no caminho de pesquisa. Como a altura das arvores AVL fica sempre
entre log,(n + 1) e 1.4404 log,(n + 2) — 0.328 (Adel'son-Vel'skii e Landis,
1962), o custo para inserir ou retirar é O(log n), que é exatamente o0 custo
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para percorrer o caminho de pesquisa. Wirth (1976, 1986) apresenta imple-
mentacgdes dos algoritmos de insercdo e de retirada para as arvores AVL.

O material utilizado na Secdo 4.3.2 veio de Bayer (1971), Bayer (1972),
Olivié (1980), Ziviani e Tompa (1982) e Ziviani, Olivié e Gonnet (1985). Os
trabalhos de Bayer apresentam as arvores SBB, o de Olivié sugere uma
melhoria para o algoritmo de inser¢do e o de Ziviani e Tompa apresentam im-
plementacdes para os algoritmos de insercdo e retirada. A arvore SBB pode
ser vista como uma representacdo binaria da arvore 2-3-4, apresentada por
Guibas e Sedgewick (1978). Este mesmo trabalho mostra como adaptar
varios algoritmos cléassicos para arvores de pesquisa balanceadas dentro do
esquema arvores red-black.

Sleator e Tarjan (1983) apresentam varios métodos para manutencao de
arvores auto-ajustaveis. A idéia é mover os nodos mais freqlientemente
acessados em direcdo a raiz ap6s cada acesso: embora cada operacao isolada
possa ter custo mais alto, ao longo de um periodo maior o tempo médio de
cada operagdo € menor, isto é, o custo amortizado diminui ao longo do
tempo. Em outras palavras, uma operacdo particular pode ser lenta, mas
qualquer seqiiéncia de operacgdes é rapida.

Exercicios

1) Considere as técnicas de pesquisa seqliencial, pesquisa binaria e a pes-
quisa baseada em hashing.

a) Descreva as vantagens e desvantagens de cada uma das técnicas
acima, colocando em que situacdes vocé usaria cada uma delas.

b) Dé a ordem do pior caso e do caso esperado de tempo de execucao
para cada método.

c) Qual é a eficiéncia de utilizacdo de meméria (relacdo entre o
espaco necessario para dados e o espaco total necessario) para
cada método?

2) Suponha uma lista ordenada contendo n itens e um item z que nio
estd presente na lista. O problema consiste em determinar entre qual
par de itens na lista estd o item , isto é, encontrar a[t] e a[i + 1] de
tal forma que a[i] < ¢ < afi + 1], para 1 < i < n, ou que z < a[1] ou
que = > a[n).

a) Encontre o limite inferior para esta classe de problemas quanto
ao nimero de comparagdes.

b) Apresente uma prova informal para o limite inferior.
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c¢) Vocé conhece algum algoritmo que seja 6timo para resolver o pro-
blema?

3) Qual é a principal propriedade de uma arvore binaria de pesquisa?
4) Arvore Binaria de Pesquisa

a) Desenhe a arvore binéria de pesquisa que resulta da insercédo su-
cessiva das chaves QU E ST A O F C I L numa arvore inicial-
mente vazia.

b) Desenhe as arvores resultantes das retiradas dos elementos E e
depois U da arvore obtida no item anterior.

5) Arvores Binérias

Suponha que vocé tenha uma arvore binéria na qual estdo armazenadas
uma chave em cada nodo. Suponha também que a arvore foi construida
de tal maneira que, ao caminhar nela na ordem central, as chaves séo
visitadas em ordem crescente.

a) Qual propriedade entre as chaves deve ser satisfeita para que isso
seja possivel?

b) Dada uma chave k, descreva sucintamente um algoritmo que pro-
cure por kem uma arvore com essa estrutura.

c¢) Qual é a complexidade do seu algoritmo no melhor caso e no pior
caso? Justifique.

6) Arvore SBB

a) Desenhe a arvore SBB que resulta da insercéo sucessiva das chaves
QUESTAOFCILnuma arvore inicialmente vazia.

b) Desenhe as &rvores resultantes das retiradas dos elementos E e
depois U da arvore obtida no item anterior.

7) Arvore SBB

Um novo conjunto de transformacgGes para a arvore SBB foi proposto
por Olivié (1980). 0 algoritmo de inser¢do usando as novas trans-
formacdes produz arvores SBB com menor altura e demanda um nu-
mero menor de transformacdes de divisdo de nodos para construir a
arvore, conforme comprovado em Ziviani e Tompa (1982) e Ziviani,
Olivié e Gonnet (1985). A Figura 4.17 mostra as novas transformacdes. 0
operacdo divide esquerda-esquerda requer modificacdo de trés apon-
tadores, a operacéo divide esquerda-direita requer a alteracdo de cinco
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Rt — goR

(a) Rearranjo esquerda—esquerda

FRE —

(b) Rearranjo esquerda-direita

O Q-O-@ —

(¢) Divisdo esquerda—esquerda

(d) Divisdo esquerda—direita

|

Figura 4.17: Transformagées propostas por Olivié (1980)

apontadores, e a operacdo aumenta altura requer apenas a modificacéo
de dois bits. Transformac6es simétricas também podem ocorrer.

Quando ocorre uma transformagédo do tipo aumenta altura, a altura da
subérvore transformada é um mais do que a altura da subarvore origi-
nal, o que pode provocar outras transformacdes ao longo do caminho
de pesquisa até a raiz da arvore. Usualmente, o retorno ao longo do
caminho de pesquisa termina quando um apontador vertical é encon-
trado ou uma transformacédo do tipo divide é realizada. Como a altura
da subarvore que sofreu a divisdo é a mesma que a altura da subarvore
original, apenas uma transformacao do tipo divide é suficiente para
restaurar a propriedade SBB da &rvore.
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Bayer (1972), Olivié (1980) e também Wirth (1976) usaram dois bits
por nodo em suas implementacdes para indicarem se os apontadores a
direita e a esquerda sdo horizontais ou verticais. Entretanto, apenas um
bit é necessario: a informacdo indicando se o apontador a direita (
esquerda) é horizontal ou vertical pode ser armazenada no filho a
direita (esquerda). Além do fato de demandar menos espaco em cada
nodo, o retorno ao longo do caminho de pesquisa para procurar por dois
apontadores horizontais pode ser terminado mais éedo, porque a
informacéao sobre o tipo de apontador que leva a um nodo é disponivel
sem a necessidade de retornar até seu pai.

Implemente as novas transformacdes mostradas na Figura 4.17. Utilize
apenas 1 bit por nodo para manter a informacéo sobre a inclinacdo dos
apontadores.

8) Quais as caracteristicas de uma boa funcéo hash?

9) Um dos métodos utilizados para se organizar dados é através de tabelas
hash.

a) Em que situacgdes a tabela hash deve ser utilizada?

b) Descreva dois mecanismos diferentes para resolver o problema de
colisdes de varias chaves em uma mesma posi¢do da tabela.
Quais sdo as vantagens e desvantagens de cada mecanismo?

10) Em uma tabela hash cam 100 entradas, as colisbes sdo resolvidas
usando listas encadeadas. Para reduzir o tempo de pesquisa, decidiu-se
que cada lista seria organizada como uma arvore binaria de pesquisa. A
funcdo utilizada é h(k) = k mod 100. Infelizmente, as chaves inseridas
seguem o padrdo k; = 50i, onde k; corresponde a i-ésima chave inserida.

a) Mostre a situacdo da tabela apos a insercdo de k;, com i =1,2,ee.,
13. (Faca desenho.)

b) Depois que 1000 chaves sdo inseridas de acordo com o padrdo
acima, inicia-se a insercdo de chaves escolhidas de forma rando-
mica (isto é, ndo seguem o padrdo das chaves ja inseridas). Assim
responda:

i) Qual é a ordem do pior caso (isto é, o0 maior numero de com-
paracdes) para inserir uma chave?

ii) Qual é o nimero esperado de comparagBes para inserir uma
chave? (Assuma que cada uma das 100 entradas da tabela é
igualmente provavel de ser enderecada pela funcéo h.)
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11) Hashing

Substitua XXXXXXXXXXXX pelas 12 primeiras letras do seu nome,
desprezando brancos e letras repetidas, nas duas partes desta questdo.
Para quem néo tiver doze letras diferentes no nome, completar com as
letras PQRSTUVWXYZ, nesta ordem, até completar 12 letras. Por
exemplo, eu deveria escolher

NIVOZAPQRSTU

A segunda letra | de NIVIO nédo entra porque ela ja apareceu antes, e
assim por diante (Arabe, 1992).

a)

b)

Desenhe o conteddo da tabela hash resultante da insercdo de re-
gistros com as chaves XXXXXXXXXXXX, nesta ordem, numa
tabela inicialmente vazia de tamanho 7 (sete), usando listas enca-
deadas. Use a funcdo hash h(k) = k mod 7 para a k-ésima letra do
alfabeto.

Desenhe o conteddo da tabela hash resultante da insercdo de re-
gistros com as chaves XXXXXXXXXXXX, nesta ordem, numa
tabela inicialmente vazia de tamanho 13 (treze), usando open ad-
dressing e hashing linear para resolver as colisdes. Use a funcéo
hash h(k) = k mod 13 para a k-ésima letra do alfabeto.

12) Hashing — Open addressing

a)

b)

Hashing Linear. Desenhe o conteido da tabela hash resultante da
insercdo de registros com as chavesQUESTA OF C 1L, nesta
ordem, numa tabela inicialmente vazia de tamanho 13 (treze)
usando open addressing com hashing linear para a escolha de
localizacdes alternativas. Use a funcdo hash h(k) = k mod 13
para a k-ésima letra do alfabeto.

Hash Duplo. Desenhe o conteldo da tabela hash resultante da
insercdo de registros com as chaves QU ESTA O F C I L, nesta
ordem, numa tabela inicialmente vazia de tamanho 13 (treze)
usando open addressing com hash duplo. Use a fungdo hash h;(k)
= k mod 13 para calcular o enderego primario e j = 1 + (k mod
11) para resolver as colisbes, ou seja, para a escolha de
localizacdes alternativas. Logo h;(k) = (h;_;(k) + j) mod 13, para
2 “ i+ M (Sedgewick, 1988).

13) Considere as seguintes estruturas de dados:

a) heap
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b) arvore binaria de pesquisa

c) vetor ordenado

d) tabela hash com solucdo para colisGes usando "open addressing"
e) tabela hash com solucgédo para colisdes usando "listas encadeadas".

Para cada um dos problemas abaixo, sugira a estrutura de dados mais
apropriada dentre as listadas acima, de forma a minimizar tempo es-
perado e espago necessario. Indique o tempo e 0 espago necessario em
cada escolha e por que €é superior aos outros.

i) inserir/retirar/encontrar um elemento dado;

ii) inserir/retirar/encontrar o elemento de valor mais préximo ao so-
licitado;

iii) coletar um conjunto de registros, processar o maior elemento,
coletar mais registros, processar 0 maior elemento, e assim por
diante.

iv) mesma situagdo descrita no item anterior adicionada da operagédo
extra de ajuntar ("merge") duas estruturas.

14) 0 objetivo deste trabalho é o de projetar e implementar um sistema de
programas, incluindo as estruturas de dados e os algoritmos. Neste
trabalho, o aluno terd a oportunidade de exercitar parcialmente o con-
ceito de independéncia de implementacdo, através da utilizacdo de
duas estruturas de dados distintas para implementar o mesmo pro-
blema. Neste caso, o médulo que implementa cada uma das estruturas
de dados devera permitir o intercambio entre uma estrutura e outra,
causando o menor impacto possivel em outras partes do programa.

Problema: Criagdo de indice remissivo

Vérias aplicacdes necessitam de um relatério de referéncias cruzadas.
Por exemplo, a maioria dos livros apresentam um indice remissivo que
corresponde a uma lista alfabética de palavras chave ou palavras rele-
vantes do texto com a indicagdo dos locais no texto onde cada palavra
chave ocorre.

Como exemplo, suponha um arquivo contendo um texto constituido
como abaixo:

Linha 1: Good programming is not learned from
Linha 2: generalities, but by seeing how significant
Linha 3: programs can be made clean, easy to Linha
4: read, easy to maintain and modify,
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Linha 5: human-engineered, efficient, and reliable,
Linha 6: by the application of common sense and
Linha 7: by the use of good programming practices.

Assumindo que o indice remissivo seja constituido das palavras chave:
programming, programs, easy, by, human-engineered, and, be, to, o

programa para criacao do indice deve produzir a seguinte saida:

and 4 56
be 3

by 2 67
easy 3 4
human-engineered 5
programming 1 7
programs 3

to 3 4

Note que a lista de palavras chave estd em ordem alfabética. Adjacente
a cada palavra esta uma lista de nimeros de linhas, um para cada vez
que a palavra ocorre no texto.

Projete um sistema para produzir um indice remissivo. O sistema
devera ler um numero arbitrario de palavras chave que deverdo cons-
tituir o indice remissivo, seguido da leitura de um texto de tamanho
arbitrario, o qual devera ser esquadrinhado a procura de palavras que
pertencam ao indice remissivo.

Cabe ressaltar que:

a) Uma palavra é considerada como uma seqtiéncia de letras e digi-
tos, comecando com uma letra;

b) Apenas os primeiros c, caracteres devem ser retidos nas chaves.
Assim, duas palavras que ndo diferem nos primeiros c, caracteres
sdo consideradas idénticas;

c) Palavras constituidas por menos do que c, caracteres devem ser
preenchidas por um nimero apropriado de brancos.

Utilize um método eficiente para verificar se uma palavra lida do texto
pertence ao indice. Para resolver este problema, vocé deve utilizar
duas estruturas de dados distintas:
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a) Implementar o indice como uma arvore de pesquisa;
b) Implementar o indice como uma tabela hash, usando o método
hashing linear para resolver colisdes.

Observe que, apesar do hashing ser mais eficiente do que arvores de
pesquisa, existe uma desvantagem na sua utilizacdo: apo6s atualizado
todo o indice remissivo, é necessario imprimir suas palavras em ordem
alfabética. Isto é imediato em arvores de pesquisa, mas, quando se usa
hashing, isto é problemético, sendo necesséario ordenar a tabela hash
que contém o indice remissivo.

Utilize o exemplo acima para testar seu programa. Comece a pensar tao
logo seja possivel, enquanto o problema estd fresco na memoria e o
prazo para termina-lo esté tdo longe quanto jamais podera estar.

15) Considere duas listas ordenadas de numeros. Determine para cada
elemento da lista menor se ele estd presente também na lista maior.
(Pode assumir que ndo existem duplicacdes em nenhuma das duas lis-
tas.) Considere os seguintes casos:

e uma lista contém apenas 1 elemento, a outran

* as duas listas contém n elementos

¢ uma lista contém /7 elementos, a outra n

a) Sugira algoritmos eficientes para resolver o problema
b) Apresente o nimero de comparagdes necessario
c) Mostre que cada algoritmo minimiza o nimero de comparagoes.

16) Arvore Patricia Desenhe a arvore Patricia que resulta da insercéo
sucessiva das chaves
QUESTAOFCIL

numa arvore inicialmente vazia.

17) Arvore Patricia

a) Desenhe a arvore Patricia que resulta da inser¢do sucessiva das
chaves
MULTICS
numa arvore inicialmente vazia.
b) Qual é o custo para pesquisar em uma arvore Patricia construida
através de n inser¢des randdmicas? Explique.
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c) Qual é o custo para construir uma arvore Patricia através de n
insercdes randémicas? Explique.
i) Sob o ponto de vista pratico, quando n é muito grande (diga-
mos 100 milhdes), qual é a maior dificuldade para construir
a arvore Patricia?
i) Como a dificuldade apontada no item anterior pode ser su-
perada?

18) Arvore Patricia (Murta, 1992)

Considere o seguinte trecho do poema "Quadrilha™ de Carlos Drum-
mond de Andrade:

"Jodo amava Teresa que amava Raimundo que amava
Maria que amava Joaquim que amava Lill que nédo
amava ninguém."

Construa uma arvore Patricia para indexar o texto acima. Considere
a seguinte codificacdo para as palavras do texto:

Jodo 01001011 Maria 01100101
amava 00011101 Joaquim 00101110
Teresa 11101011 Lili 01010011
que 10100101 nao 10011100
Raimundo 11011010 ninguém 10110010

a) Faca uma pesquisa pelas chaves "amava", "que amava" e "Lill".
Mostre o caminho percorrido para cada pesquisa e as ocorréncias
do termo pesquisado.

b) Aponte a maior sequéncia de palavras que se repete no banco de
dados e mostre como localizar, em qualquer arvore Patricia, este
tipo de ocorréncia.

19) Arvore Patricia

Construa, passo a passo, a arvore Patricia para as seis primeiras cha-
ves semi-infinitas do texto abaixo, representado como uma sequiéncia
de bits:

0110011011001 -eeeTexto

123456789 eeccccccceePosicio
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20) Arvore Patricia

Projete e implemente um sistema de programas para recuperagdo efi-
ciente de informacdo em bancos de dados constituidos de textos. Tais
bancos de dados geralmente recebem adic¢Ges periddicas, mas nenhuma
atualizacdo do que ja existe é realizada. Além disso, o tipo de con-
sulta aos dados é totalmente imprevisivel. Estes conjuntos de dados
aparecem em sistemas legislativos, judiciarios, bibliotecas, jornalismo,
automacdo de escritorio, dentre outros.

Neste trabalho vocé deve utilizar um método que cria um indice cuja
estrutura é uma arvore Patricia, construida a partir de uma sequéncia
de chaves semi-infinitas.

O sistema de programas devera ser capaz de:

a) construir a arvore Patricia sobre um texto de tamanho arbitrario,
representado como um conjunto de palavras;
b) ler um conjunto de palavras de tamanho arbitrario;

c) encontrar todas as ocorréncias do conjunto de palavras no texto,
imprimindo junto com o conjunto algumas palavras anteriores e
posteriores no texto;

d) informar o nimero de ocorréncias do conjunto de palavras no
texto;

e) encontrar o maior conjunto de palavras que se repete pelo menos
uma vez no texto e informar o seu tamanho;

f) dado um inteiro encontrar, se houver, todas as ocorréncias de
conjuntos de palavras no texto cujo tamanho seja igual ao inteiro
dado.

21) Pat Array

Projete e implemente um sistema de programas para recuperagdo efi-
ciente de informacdo em bancos de dados constituidos de textos. Tais
bancos de dados geralmente recebem adicBes periddicas, mas nenhuma
atualizacdo do que ja existe é realizada. Além disso, o tipo de con-
sulta aos dados é totalmente imprevisivel. Estes conjuntos de dados
aparecem em sistemas legislativos, judiciarios, bibliotecas, jornalismo,
automacdo de escritorio, dentre outros.

Neste trabalho vocé deve utilizar uma estrutura de dados chamada
PAT array, (Gonnet e Baeza-Yates, 1991) construida a partir de uma
seqliéncia de chaves semi-infinitas. 0 PAT array é uma representacao
compacta da arvore Patricia (Secdo 4.4), por armazenar
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apenas 0s nodos externos da arvore. 0 arranjo é constituido de aponta-
dores para o inicio de cada palavra de um arquivo de texto. Logo, é ne-
cessario apenas um apontador para cada ponto de indexagdo no texto.
Este arranjo deverd estar indiretamente ordenado pela ordem lexi-
cogréfica das chaves semi-infinitas, conforme mostrado na Figura 4.18.

1 2 3 4 5 6 7 8
1021 )5 |16 |27 1 12|23
1

UMA ROSA E UMA ROSA E UMA ROSA

Figura 4.18: Pat array

A construcdo de um Pat array é equivalente a ordenagdo de registros
de tamanhos variaveis, representados pelas chaves semi-infinitas. Qual-
quer operacdo sobre a arvore Patricia podera ser simulada sobre o Pat
array a um custo adicional de O(log n). Mais ainda, para a operagio
de pesquisa de prefixo a arvore Patricia ndo precisa de fato ser simu-
lada, sendo possivel obter algoritmos de custo O(log n) ao invés de O(
log? n) para esta operacdo. Esta operacdo pode ser implementada
através de uma pesquisa bindaria indireta sobre o arranjo, com o resul-
tado de cada comparagdo sendo menor que, igual ou menor que. Pat
arrays sao também chamados Suffix arrays (Manber e Myers, 1990).

O sistema de programas devera ser capaz de:

a) Construir o PAT array sobre um texto de tamanho arbitréario,
representado como um conjunto de palavras;

b) Ler um conjunto de caracteres de tamanho arbitrario. Este con-
junto podera ser uma palavra ou um prefixo de palavra;

c) Informar o nimero de ocorréncias do conjunto de caracteres no
texto;
d) Encontrar todas as ocorréncias do conjunto de caracteres no texto,

imprimindo junto com o conjunto algumas palavras anteriores e
posteriores no texto;

e) Apresente a complexidade de pior caso para a letra c);
f) Mostre a relagdo entre o PAT array e a arvore Patricia.



Capitulo 5

Pesquisa em Memoria
Secundaria

A pesquisa em memoria secundaria envolve arquivos contendo um nimero
de registros que é maior do que o numero que a memoria interna pode
armazenar. Os algoritmos e as estruturas de dados para processamento em
memodria secundaria tém que levar em consideragdo 0s seguintes aspectos:

1. O custo para acessar um registro é algumas ordens de grandeza maior
do que o custo de processamento na memoria primaria. Logo, a medida
de complexidade principal esta relacionada com o custo para transferir
dados entre a memoria principal e a memoria secundaria. A énfase deve
ser na minimizagdo do nimero de vezes que cada registro é transferido
entre a memdria interna e a memoria externa. Por exemplo, o tempo
necessario para a localizacao e a leitura de um ndmero inteiro em disco
magnético pode ser suficiente para obter a média aritmética de algumas
poucas centenas de nlimeros inteiros ou mesmo ordena-los na memoria
principal.

2. Em memdrias secundérias apenas um registro pode ser acessado em um
dado momento, ao contrdrio das memorias primarias que permitem o
acesso a qualquer registro de um arquivo a um custo uniforme. Os
registros armazenados em fita magnética somente podem ser acessados
de forma sequencial. Os registros armazenados em disco magnético ou
disco otico podem ser acessados diretamente, mas a um custo maior do
que o custo para acessa-los seqiiencialmente. Os sistemas operacionais
levam esse aspecto em consideracdo e dividem o arquivo em blocos,
onde cada bloco é constituido de varios registros. A operacao basica
sobre arquivos é trazer um bloco da memoria secundéria para uma
area de armazenamento na meméria principal. Assim, a leitura de

155
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um Unico registro implica na transferéncia de todos os registros de um
bloco para a meméria principal.

A escrita de registros em um arquivo segue caminho contrario. Na me-
dida em que registros sdo escritos no arquivo eles véo sendo colocados
em posic¢des contiguas de memoria na area de armazenamento. Quando
a area de armazenamento ndo possui espaco suficiente para armazenar
mais um registro o bloco é copiado para a memdria secundaria, dei-
xando a area de armazenamento vazia e pronta para receber novos
registros.

A técnica de utilizacdo de areas de armazenamento evita que um pro-
cesso que esteja realizando multiplas transferéncias de dados de forma
seqlencial tenha que ficar esperando que as transferéncias se realizem
para prosseguir o processamento. As transferéncias sdo realizadas em
blocos pelo sistema operacional diretamente para uma area de arma-
zenamento. 0 processo usuario pega o dado nesta area e somente é
obrigado a esperar quando a area se esvazia. Quando isto ocorre, 0 Sis-
tema operacional enche novamente a area e 0 processo continua. Esta
técnica pode ser aprimorada com o uso de duas ou mais areas de ar-
mazenamento. Neste caso, enquanto um processo estd operando em
uma area o sistema operacional enche a outra.

3. Para desenvolver um método eficiente de pesquisa 0 aspecto sistema
de computacdo é da maior importancia. As caracteristicas da arquite-
tura e do sistema operacional da maquina tornam os métodos de pes-
quisa dependentes de parametros que afetam seus desempenhos. As-
sim, a transferéncia de blocos entre as memorias priméaria e secundaria
deve ser tdo eficiente quanto as caracteristicas dos equipamentos dis-
poniveis o permitam. Tipicamente, a transferéncia se torna mais efici-
ente quando o tamanho dos blocos é de 512 bytes ou multiplos deste
valor, até 4096 bytes.

Na proxima secdo apresentamos um modelo de computagdo para memoria
secundaria que transforma o endere¢o usado pelo programador no endereco
fisico alocado para o dado a ser acessado. Este mecanismo é utilizado pela
maioria dos sistemas atuais para controlar o transito de dados entre o disco e a
memoria principal. A seguir, apresentamos o método de acesso seqiencial
indexado e mostramos sua utilizagdo para manipular grandes arquivos em
discos 6ticos de apenas leitura. Finalmente, apresentamos um método efici-
ente para manipular grandes arquivos em discos magnéticos que € a arvore
n-aria de pesquisa.
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5.1 Modelo de Computacdo para Memoria Se-
cundaria

Esta secdo apresenta um modelo de computacdo para memoria secundaria
conhecido como memdria virtual. Este modelo é normalmente implemen-
tado como uma fungdo do sistema operacional. Uma excecdo é o sistema
operacional DOS para microcomputadores do tipo IBM-PC, que, apesar de
muito vendido no mundo inteiro, ndo oferece um sistema de memoéria vir-
tual. Por essa razdo, vamos apresentar o conceito e mostrar uma das formas
possiveis de se implementar um sistema de memoria virtual. Além disso, o
conhecimento de seu funcionamento facilita a implementacgdo eficiente dos
algoritmos para pesquisa em memoria secundaria também em ambientes que
j& oferecam esta facilidade. Maiores detalhes sobre este topico podem ser
obtidos em livros da area de sistemas operacionais, tais como Lister (1975),
Peterson e Silberschatz (1983) e Tanenbaum (1987).

Memoria Virtual

A necessidade de grandes quantidades de memoria e o alto custo da memdria
principal tém levado ao modelo de sistemas de armazenamento em dois
niveis. O compromisso entre velocidade e custo é encontrado através do uso
de uma pequena quantidade de memoria principal (até 640 kbytes em
microcomputadores do tipo IBM-PC usando sistema operacional DOS) e de
uma memdria secundaria muito maior (varios milhdes de bytes).

Como apenas a informacgdo que estd na memoria principal pode ser aces-
sada diretamente, a organizacdo do fluxo de informacdo entre as memorias
priméria e secundéria é extremamente importante. A organizacdo desse
fluxo pode ser realizada utilizando-se um mecanismo simples e elegante para
transformar o endereco usado pelo programador na correspondente loca-
lizacdo fisica de memoria. 0 ponto crucial é a distingdo entre espago de en-
derecamento — enderec¢os usados pelo programador — e espaco de memdria
— localizagGes de memoria no computador. O espaco de enderegamento N e
0 espaco de memoria M pode ser visto como um mapeamento de endere¢os
do tipo

f:NIM.

O mapeamento de enderecos permite ao programador usar um espago de
enderecamento que pode ser maior que o espa¢o de memd@ria primaria dis-
ponivel. Em outras palavras, o programador enxerga uma memoria virtual
cujas caracteristicas diferem das caracteristicas da meméria primaria.
Existem vérias formas de implementar sistemas de memoria virtual. Um
dos meios mais utilizados é o sistema de paginacdo no qual o espaco de
enderecamento é dividido em paginas de igual tamanho, em geral multiplos
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de 512 bytes, e a memdria principal é dividida de forma semelhante em
Molduras_de_Paginas de igual tamanho. As Molduras de Paginas contém
algumas paginas ativas enquanto o restante das paginas estdo residentes em
memdaria secundaria (paginas inativas). O mecanismo de paginacdo possui
duas funcGes, a saber:

a) realizar o mapeamento de enderecos, isto €, determinar qual pagina um
programa estd enderecando, e encontrar a moldura, se existir, que
contenha a pagina;

b) transferir paginas da memoria secundaria para a memoria primaria
guando necessario, e transferi-las de volta para a memoria secundaria
guando ndo estdo mais sendo utilizadas.

Para determinar a qual pagina um programa esta se referindo, uma parte
dos bits que compGe o endereco é interpretada como um nimero de pagina
e a outra parte como o numero do byte dentro da pagina. Por exemplo, se
0 espaco de enderecamento possui 24 bits entdo a memoria virtual é de ,24
bytes; se o tamanho da pagina é de 512 bytes (2°) entdo 9 bits sdo utilizados
para representar o nimero do byte dentro da pagina e os restantes 15 bits sédo
utilizados para representar o numero da pagina.

O mapeamento de enderecos a partir do espaco de enderecamento (nime
ro da pagina mais niamero do byte) para o espaco de meméria (localizacédo
fisica da memoria) é realizado através de uma Tabela_de_Pdginas, cuja p-
ésima entrada contém a localizacdo p/ da Moldura_de_Pagina contendo a
pagina nuimero p, desde que esteja na memoria principal (a possibilidade de
gue p ndo esteja na memdaria principal serd tratada logo a frente). Logo, o
mapeamento de enderecgos é

f(e)=f(p,b)=p/+b

onde o enderego de programa e (numero da pagina p e numero do byte b)
pode ser visto na Figura 5.1.

A Tabela_de_P&ginas pode ser um arranjo do tamanho do ndmero de
paginas possiveis. Quando acontecer do programa enderecar um ndmero de
pagina que ndo esteja na memoria principal, a entrada correspondente na
Tabela_de_Paginas estara vazia (p/ = nil) e a pagina correspondente tera que
ser trazida da meméria secundaria para a memoria primaria, atualizando a
Tabela_de_Paginas.

Se ndo existir uma Moldura_de_Pagina vazia no momento de trazer uma
nova pagina do disco entdo alguma outra pagina tem que ser removida da
mem©aria principal para abrir espaco para a nova pagina. O ideal é remover a
pagina que ndo sera referenciada pelo periodo de tempo mais longo no
futuro. Entretanto, ndo ha meios de se prever o futuro. O que normalmente
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N2 da N2 do

pagina byte
Enderego

de p b
programa,
Tabela_de_Paginas Pigina p
p!
pl+b

p! = nil — pigina nio
presente na
memoria

Figura 5.1: Mapeamento de enderegos para paginagao

é feito ¢ tentar inferir o futuro a partir do comportamento passado. Existem
varios algoritmos propostos na literatura para a escolha da pagina a ser
removida. Os mais comuns séo:

* Menos Recentemente Utilizada (LRU). Um dos algoritmos mais utili-
zados é o LRU (Least Recently Used), o qual remove a pagina menos
recentemente utilizada, partindo do principio que o comportamento
futuro deve seguir o passado recente. Neste caso, temos que registrar a
seqliéncia de acesso a todas as paginas.

Uma forma possivel de implementar a politica LRU para sistemas pagi-
nados é atraves do uso de uma fila de Molduras_de_PAaginas, conforme
ilustrado na Figura 5.2. Toda vez que uma pagina é utilizada (para
leitura apenas, para leitura e escrita ou para escrita apenas), ela é
removida para o fim da fila (o que implica na alteracdo de cinco apon-
tadores). A péagina que estad na moldura do inicio da fila é a pagina
LRU. Quando uma nova pagina tem que ser trazida da memoria se-
cundéria ela deve ser colocada na moldura que contém a pagina LRU.

e Menos Freqiientemente Utilizada (LFU). 0 algoritmo LFU (Least Fre-
guently Used) remove a pagina menos frequentemente utilizada. A
justificativa é semelhante ao caso anterior, e 0 custo € o de registrar o
nimero de acessos a todas as paginas. Um inconveniente é que uma
pagina recentemente trazida da memoria secundaria tem um baixo
numero de acessos registrados e, por isso, pode ser removida.
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Fim —_—

Pagina p

L

<+——— Inicio

Figura 5.2: Fila de Molduras_de_Paginas

Ordem de Chegada (FIFO). 0 algoritmo FIFO (First In First Out)
remove a pagina que esta residente ha mais tempo. Este algoritmo é o
mais simples e 0 mais barato de se manter. A desvantagem é que ele
ignora o fato de que a pagina mais antiga pode ser a mais referenciada.

Toda informacdo necessaria ao algoritmo escolhido para remocdo de pa-
ginas pode ser armazenada em cada Moldura_de Péagina. Para registrar o
fato de que uma pagina sofreu alteracdo no seu contetdo (para sabermos se
ela terd que ser reescrita na memoria secundaria) basta manter um bit na
Moldura_de_Pé&gina correspondente.

Resumindo, em um sistema de memoria virtual o programador pode
enderecar grandes quantidades de dados, deixando para o sistema a res-
ponsabilidade de transferir o dado enderecado da memoria secundaria para a
memoria principal. Esta estratégia funciona muito bem para os algoritmos
que possuam uma localidade de referéncia pequena, isto é, cada referéncia a
uma localidade de memdria tem grande chance de ocorrer em uma area que é
relativamente perto de outras areas que foram recentemente referenciadas.
Isto faz com que o ndmero de transferéncias de paginas entre a memdria
principal e a memoria secundaria diminua muito. Por exemplo, a maioria de
referéncias a dados no Quicksort ocorre perto de um dos dois apontadores
que realizam a particdo do conjunto, o que pode fazer com que este
algoritmo de ordenagdo interna funcione muito bem em um ambiente de
memoria virtual para uma ordenacao externa.
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const TamanhodaPégina = 512;
ItensPorPagina = 64; { TamanhodaP4gina / Tamanhodoltem }
type Registro =record
Chave : TipoChave;
{outros componentes}
end;
Endere¢oTipo = record
p : integer;
b : 1..ItensPorPagina;
end;
ItemTipo = record
Reg : Registro;
Esq, Dir : Endere¢oTipo;
end;
PéaginaTipo = array[l..ItensPorPdgina] of ItemTipo;

Programa 5.1: Estrutura de dados para o sistema de paginacéo
Implementacdo de um Sistema de Paginacao

A seguir vamos mostrar uma das formas possiveis de se implementar um
sistema de paginacdo. A estrutura de dados € apresentada no Programa 5.1.
O Programa apresenta também a estrutura de dados para representar uma
arvore binéria de pesquisa, onde um apontador para um nodo da arvore é
representado pelo par nimero_da_péagina (p) e posicdo_dentro_da_péagina (b).
Assumindo que a chave € constituida por um inteiro de 2 bytes e o enderego
ocupa 2 bytes para p e 1 byte para b, o total ocupado por cada nodo da
arvore é de 8 bytes. Como o tamanho da pagina é de 512 bytes entdo o
numero de itens (nodos) por pagina € 64.

Em algums casos pode ser necessario manipular mais de um arquivo ao
mesmo tempo. Neste caso, uma pagina pode ser definida como no Pro-

grama 5.2, onde o usuério pode declarar até trés tipos diferentes de paginas.
Se o tipo PaginaTipoA for declarado

type PéginaTipoA = array[l..ItensPorPdgina) of ItemTipo;

e a varidvel Pédgina for declarada
var Pagina : PaginaTipo;
entdo é possivel a seguinte atribuigio

Pégina.Pa[1].Reg.Chave := 10;
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type PdginaTipo = record
case byte of
0 : (Pa: PaginaTipoA);
1: (Pb : PaginaTipoB);
2 : (Pc : PaginaTipoC);
end;

Programa 5.2: Diferentes tipos de piginas para o sistema de paginagao

A Tabela_de_Péginas para cada arquivo poderd ser declarada separa-
mente, mas a Fila_de.Molduras é tinica, bastando para isso ter em cada
moldura a indicagdo do arquivo a que se refere aquela pigina.

A comunicagdo com o sistema de paginagido poderd ser realizada através
dos seguintes procedimentos:

1. ObtémRegistro: Torna disponivel um registro de um arquivo. O para-
metro de entrada é o enderego virtual < p, b > e o parametro de saida
é o apontador para a Moldura_de_ Pégina (< p/, b > na Figura 5.1).

2. EscreveRegistro: Permite criar ou alterar o conteido de um registro.
Possui dois pardmetros de entrada: o registro e seu enderego virtual
<p, b>.

3. DescarregaPdaginas: Permite varrer a Fila_de_Molduras para atualizar
na memoria secunddria todas as paginas que porventura tenham so-
frido qualquer alteragfio no seu conteiido (bit de alteragdo = true).

O diagrama da Figura 5.3 mostra a transformacdo do endereco virtual
para o endereco real de meméria do sistema de paginac¢do, tornando disponivel
na memoria principal o registro enderecado pelo programador. Os quadrados
representam resultados de processos ou arquivos, e 0s retangulos representam
0s processos transformadores de informagéo.

A partir do endereco p o processo P1 verifica se a pagina que contém o
registro solicitado se encontra na memoria principal. Caso a pagina esteja
na memoria principal o processo P2 simplesmente retorna esta informacao
para 0 programa usuario. Se a pagina esta ausente o processo P3 determina
uma moldura para receber a pagina solicitada que deverd ser trazida da
memoria secundaria. Caso ndo haja nenhuma moldura disponivel, alguma
pagina deverd ser removida da memdria principal para ceder lugar para a
nova pagina, de acordo com o algoritmo adotado para remocdo de paginas.
Neste caso estamos assumindo o algoritmo mais simples de ser implemen-
tado, o FIFO, onde a pagina a ser removida é a pagina que estd na cabeca da
fila de Molduras_de_P4aginas. Se a pagina a ser substituida sofreu algum tipo
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Figura 5.3: Enderecamento no sistema de paginacao

de alteragdo no seu conteudo ela deveréa ser gravada de volta na memoria se-
cundaria pelo processo P5. 0 processo P4 1é da meméria secundaria a pagina
solicitada, coloca-a na moldura determinada pelo processo P3 e atualiza a
Tabela_de_P4ginas.

5.2 Acesso Sequencial Indexado

O método de acesso seqlencial indexado utiliza o principio da pesquisa
sequencial: a partir do primeiro, cada registro é lido sequencialmente até
encontrar uma chave maior ou igual a chave de pesquisa. Para aumentar a
eficiéncia, evitando que todos os registros tenham que ser lidos seqlencial-
mente do disco, duas providéncias sdo necessarias: (i) o arquivo deve mantido
ordenado pelo campo chave do registro, (ii) um arquivo de indices contendo
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pares de valores < x, p > deve ser criado, onde x representa uma chave e p
representa o endereco da pagina na qual o primeiro registro contém a chave
X.

A Figura 5.4 mostra um exemplo da estrutura de um arquivo seqtencial
indexado para um conjunto de 15 registros. No exemplo, cada pagina tem
capacidade para armazenar 4 registros do arquivo de dados e cada entrada do
indice de paginas armazena a chave do primeiro registro de cada pagina e o
endereco da pagina no disco. Por exemplo, o indice relativo a primeira
pagina informa que ela contém registros com chaves entre 3 e 14 exclusive, o
indice relativo a segunda pagina informa que ela contém registros com chaves
entre 14 e 25 exclusive, e assim por diante.

1135711 21141720 21 3 [2529 32 36 4141 44 48

Figura 5.4: Estrutura de um arquivo seqiiencial indexado

Em um disco magnético varias superficies de gravacdo sdo utilizadas,
conforme ilustra a Figura 5.5. 0 disco magnético é dividido em circulos
concéntricos chamados trilhas. Quando o mecanismo de acesso estd posi-
cionado em uma determinada trilha, todas as trilhas que estdo verticalmente
alinhadas e possuem mesmo diametro formam um cilindro. Neste caso, uma
referéncia a um registro que se encontre em uma pagina de qualquer trilha do
cilindro ndo requer o deslocamento do mecanismo de acesso e 0 Unico tempo
necessario é o de laténcia rotacional, que é o tempo necessario para que o
inicio do bloco que contenha o registro a ser lido passe pela cabeca de lei-
tura/gravacdo. A necessidade de deslocamento do mecanismo de acesso de
uma trilha para outra é responsavel pela parte maior do custo para acessar 0s
dados e é chamado de tempo de busca (seek time).

Pelo fato de combinar acesso indexado com a organizagdo sequencial o
método é chamado de acesso seqiiencial indexado. Para aproveitar as carac-
teristicas do disco magnético e procurar minimizar o nimero de deslocamen-
tos do mecanismo de acesso utiliza-se um esquema de indices de cilindros e de
paginas. Dependendo do tamanho do arquivo e da capacidade da memoria
principal disponivel é possivel acessar qualquer registro do arquivo de dados
realizando apenas um deslocamento do mecanismo de acesso. Para tal, um
indice de cilindros contendo o valor de chave mais alto dentre os registros
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Mecanismo de acesso
———i—

Superficies . —

"JE".IC?E

SEREIETE SET R R

Cilindro

Figura 5.5: Disco magnético

de cada cilindro é mantido na memoria principal. Por sua vez, cada cilindro
contém um indice de blocos ou indice de paginas, conforme mostrado na
Figura 5.4. Para localizar o registro que contenha uma chave de pesquisa sdo
necessarios 0s seguintes passos:

1. Localize o cilindro correspondente a chave de pesquisa no indice de
cilindros;
2. Desloque o mecanismo de acesso até o cilindro correspondente;

3. Leia a pagina que contém o indice de péginas daquele cilindro;
4. Leia a pagina de dados que contém o registro desejado.

Desta forma, o método de acesso seqiiencial indexado possibilita tanto o
acesso sequencial quanto o acesso randémico. Entretanto, este método €
adequado apenas para aplicagbes nas quais as operagbes de insercdo e de
retirada ocorrem com baixa freqiiéncia. Sua grande vantagem é a garantia de
acesso aos dados com apenas um deslocamento do mecanismo de acesso do
disco magnético. Sua grande desvantagem é a inflexibilidade: em um
ambiente muito dindmico, com muitas operagbes de insercdo e retirada, 0s
dados tém que sofrer reorganizacdes frequentes. Por exemplo, a adigdo de um
registro com a chave 6 provoca um rearranjo em todos os registros do
arquivo da Figura 5.4.

Para contornar este problema é necessério criar areas de armazena-
mento (ou areas de overflow) para receber estes registros adicionais até que a
proxima reorganizacdo de todo o arquivo seja realizada. Normalmente, uma
area de armazenamento é reservada em cada cilindro, além de uma
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grande area comum para ser utilizada quando alguma area de algum cilindro
também transborde. Assim, em ambientes realmente dindmicos, os tempos
de acesso se deterioram rapidamente. Entretanto, em ambientes onde apenas
a leitura de dados é necessaria, como no caso dos discos 6ticos de apenas-
leitura, o método de acesso indexado seqiiencial é bastante eficiente e
adequado, conforme veremos na sec¢do seguinte.

Discos &ticos de Apenas-Leitura

Os discos 6ticos de apenas-leitura, conhecidos como CD-ROM (Compact
Disk Read Only Memory), tém sido largamente utilizados para distribuicéo
de grandes arquivos de dados. O interesse crescente sobre os discos CD-ROM
¢ devido a sua capacidade de armazenamento (600 Megabytes) e baixo custo
para o usuario final. As principais diferencas entre o disco CD-ROM e o
disco magnético sdo:

1. o CD-ROM é um meio de apenas-leitura e, portanto, a estrutura da
informacdo armazenada € estatica;

2. a eficiéncia na recuperacdo dos dados ¢é afetada pela localizacdo dos
dados no disco e pela seqliéncia com que sdo acessados;

3. devido a velocidade linear constante as trilhas possuem capacidade
variavel e o tempo de laténcia rotacional varia de trilha para trilha.

Ao contrario dos discos magnéticos, a trilha no disco CD-ROM tem a
forma de uma espiral continua, embora para efeito de estudo analitico cada
volta da espiral possa ser considerada como uma trilha. Ele possui cerca de
300.000 setores de tamanho fixo de 2 Kbytes, distribuidos em aproxima-
damente 20.000 trilhas. Como a velocidade linear de leitura é constante, o
tempo de laténcia rotacional varia de cerca de 60 milissegundos para as
trilhas mais internas até 138 milissegundos para as trilhas mais externas. Por
outro lado, o niumero de setores por trilha aumenta de 9 para a trilha mais
interna até 20 para a trilha mais externa.

No CD-ROM o tempo de busca (seek time) para acesso a trilhas mais
distantes demanda mais tempo que no disco magnético devido a necessidade
de deslocamento do mecanismo de acesso e mudancgas na rotacdo do disco.
Entretanto, é possivel acessar um conjunto de trilhas vizinhas sem nenhum
deslocamento do mecanismo de leitura. Esta caracteristica dos discos CD-
ROM ¢ denominada varredura estatica. Nos discos atuais a amplitude de
varredura estatica pode atingir até 60 trilhas (£ 30 trilhas a partir da trilha
corrente). 0 acesso a trilhas dentro da amplitude da varredura estatica
consome 1 milissegundo por trilha adicional, sendo realizado por um pequeno
deslocamento angular do feixe de laser a partir da trilha corrente, chamada



5.2. ACESSO SEQUENCIAL INDEXADO 167

de ponto de ancora. Neste caso, o tempo de procura é desprezivel se
comparado com o tempo de laténcia rotacional. Para acessar trilhas fora da
varredura estatica o tempo de procura varia de 200 até 600 milissegundos.

Conforme mostrado na secdo imediatamente anterior, a estrutura seqlien-
cial indexada permite tanto o acesso sequiencial quanto o acesso randémico
aos dados. Nos discos magnéticos a estrutura seqliencial indexada é imple-
mentada mantendo-se um indice de cilindros na memdria principal. Neste
caso, cada acesso demanda apenas um deslocamento do mecanismo de acesso,
desde que cada cilindro contém um indice de paginas com o maior valor de
chave em cada pagina daquele cilindro. Entretanto, para aplicacdes
dindmicas esta condicdo ndo pode ser mantida se um numero grande de
registros tem que ser adicionado ao arquivo. No caso dos discos CD-ROM
esta organizacdo é particularmente interessante devido a natureza estatica da
informacao.

O conceito de cilindro em discos magnéticos pode ser estendido para os
discos CD-ROM. Barbosa e Ziviani (1992) denominaram o conjunto de
trilhas cobertas.por uma varredura estatica de cilindro 6tico. 0 cilindro 4tico
difere do cilindro de um disco magnético em dois aspectos: (i) as trilhas de
uma varredura estatica que compdem um cilindro ético podem se sobrepor a
trilhas de outro cilindro 6tico com ponto de ancora proximo; (ii) como as
trilhas tém capacidade variavel, os cilindros 6ticos com ponto de &ncora em
trilhas mais internas tém capacidade menor do que cilindros éticos com
ponto de ancora em trilhas mais externas.

Em um trabalho analitico sobre discos 6ticos Christodoulakis e Ford (
1988) demonstraram que o numero de deslocamentos e a distancia total
percorrida pela cabeca Gtica de leitura sdo minimizados quando (i) as trilhas
de duas varreduras estaticas consecutivas ndo se sobrepdem, (ii) a cabeca de
leitura se movimenta apenas em uma dire¢do durante a recuperacdo de um
conjunto de dados.

A estrutura sequencial indexada pode ser implementada eficientemente
no CD-ROM considerando a natureza estatica da informacdo e a capacidade
de varredura estatica do mecanismo de leitura. A partir destas observacdes,
Barbosa e Ziviani (1992) propuseram uma estrutura seqiiencial indexada
para discos CD-ROM na qual o mecanismo de leitura é posicionado em
cilindros 6ticos pré-selecionados, com o objetivo de evitar sobreposicdo de
varreduras € minimizar o nimero de deslocamentos da cabeca de leitura.
Para tal, a estrutura de indices é construida de maneira que cada pagina de
indices faca referéncia ao maior nimero possivel de paginas de dados de um
cilindro o6tico.

A Figura 5.6 mostra esta organizacdo para um arquivo exemplo de 3
Megabytes, alocado a partir da trilha 1940 do disco, no qual cada pagina
ocupa 2 Kbytes (equivalente a 1 setor do disco). Supondo que 0 mecanismo
de leitura tenha uma amplitude de varredura estatica de 8 trilhas, na posi¢cao
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Figura 5.6: Organizacéo de urn arquivo indexado sequencial para o CD-ROM

de trilha nimero 1940 é possivel acessar aproximadamente 78 setores sem
deslocamento da cabeca de leitura. Assim sendo, para obter uma organizacgéo
seqliencial indexada para este arquivo sdo necessarios 0s seguintes passos:

1. Alocar o arquivo no disco determinando a trilha inicial e calculando a
trilha final que ele deve ocupar;

2. Computar o numero total de cilindros éticos para cobrir todas as tri-
Ihas do arquivo sem que haja sobreposicdo de trilhas. Determine 0s
respectivos pontos de &ncora;

3. Construir um indice de cilindros 6ticos, o qual deveré conter o valor de
chave mais alto associado aos registros que estdo dentro de cada
cilindro 6tico. 0 indice de cilindros 6ticos deve ser mantido na mem@ria
principal;

4. Construir um indice de péginas para cada cilindro 6tico. Este indice
deverd conter o valor de chave mais alto de cada péagina e deve ser
armazenado na trilha central ou ponto de &ncora de cada cilindro 6tico.

Para recuperar uma dada chave de pesquisa 0 primeiro passo é obter o
endereco do cilindro Gtico que contém a chave consultando o indice de cilin-
dros Gticos na meméria principal. 0 mecanismo de leitura é entdo deslocado
para o ponto de ancora selecionado na Unica operagao de busca necessaria. A
seguir, o indice de paginas é lido e a pagina de dados contendo a chave de
pesquisa podera ser encontrada dentro dos limites da varredura estatica. Os
detalhes para obtencdo do numero de trilhas que um arquivo deve ocupar a
partir de determinada posicdo no disco, os pontos de ancora dos cilindros
Oticos, ou quaisquer outros, podem ser obtidos em Barbosa e Ziviani (1992).
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5.3 Arvores de Pesquisa

As arvores binarias de pesquisa introduzidas na Secéo 4.3 sdo estruturas de
dados muito eficientes quando se deseja trabalhar com tabelas que caibam in-
teiramente na memoria principal do computador. Elas satisfazem condicdes e
requisitos diversificados e conflitantes, tais como acesso direto e sequencial,
facilidade de insercéo e retirada de registros e boa utilizacdo de memoria.

Vamos agora considerar o problema de recuperar informagdo em grandes
arquivos de dados que estejam armazenados em memoria secundaria do tipo
disco magnético. Uma forma simplista de resolver este problema utilizando
arvores binarias de pesquisa é armazenar 0s nodos da arvore no disco e 0s
apontadores a esquerda e a direita de cada nodo se tornam enderecos de disco
ao invés de enderecos de memdria principal. Se a pesquisa for realizada uti-
lizando o algoritmo de pesquisa para memoria principal visto anteriormente
serdo necessarios da ordem de log, n acessos a disco, significando que um
arquivo com n = 108 registros necessita aproximadamente log, 10°® —20
buscas no disco.

Para diminuir o nimero de acessos a disco, os nodos da arvore podem ser
agrupados em paginas, conforme ilustra a Figura 5.7. Neste exemplo, o
formato da arvore muda de binério para quaternario, com quatro filhos por
pagina, onde o nimero de acessos a paginas cai para metade no pior caso.
Para arquivos divididos em paginas de 127 registros, é possivel recuperar
qualquer registro do arquivo com trés acessos a disco no pior caso.

I

Figura 5.7: Arvore binaria dividida em paginas

A forma de organizar os nodos da &rvore dentro de péginas € muito im-
portante sob o ponto de vista do niamero esperado de paginas lidas quando se
realiza uma pesquisa na arvore. A arvore da Figura 5.7 é 6tima sob este
aspecto. Entretanto, a organizacdo 6tima é dificil de ser obtida durante a
construgdo da arvore, tornando-se um problema de otimiza¢do muito com-
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plexo. Um algoritmo bem simples, o da alocagdo seqiencial, armazena 0s
nodos em posi¢Bes consecutivas na pagina a medida em que vdo chegando,
sem considerar o formato fisico da arvore. Este algoritmo utiliza todo o
espaco disponivel na pagina, mas os nodos dentro da pagina estdo relacio-
nados pela localidade da ordem de entrada das chaves e ndo pela localidade
dentro da arvore, 0 que torna o tempo de pesquisa muito pior do que o tempo
da arvore 6tima.

Um método de alocagdo de nodos em paginas que leva em consideracdo a
relacdo de proximidade dos nodos dentro da estrutura da arvore foi proposto
por Muntz e Uzgalis (1970). No método proposto, 0 novo nodo a ser inserido é
sempre colocado na mesma pagina do nodo pai. Se 0 nodo pai estiver em uma
pagina cheia, entdo uma nova pagina é criada e o novo nodo é colocado no
inicio da nova pagina. Knuth (1973) mostrou que o ndmero esperado de
acessos a paginas em uma pesquisa na arvore é muito préxih (1973) mostrou
que o0 numero esperado de acessos a paginas em uma pesquisa na arvore €
muito proximo do 6timo. Entretanto, a ocupacdo média das paginas é
extremamente baixa, da ordem de 10%, o que torna o algoritmo invidvel para
aplicacdes praticas.

Uma solucdo brilhante para este problema, simultaneamente com uma
proposta para manter equilibrado o crescimento da arvore e permitir in-
sercOes e retiradas a vontade, é o0 assunto da préxima secéao.

5.3.1 Arvores B

O objetivo desta secdo € o de apresentar uma técnica de organizagdo e manu

tencdo de arquivos através do uso de arvores B (Bayer e McCreight, 1972). A
origem do nome arvores B nunca foi explicada pelos autores, R. Bayer e E.
McCreight, cujo trabalho foi desenvolvido no Boeing Scientific Research
Labs. Alguns autores sugerem que o "B" se refere a "Boeing", enquanto
Comer (1979) acha apropriado pensar em "B-trees" como "Bayer-trees", por
causa das contribuicbes de R. Bayer ao assunto. Outras introducfes ao
assun)to podem ser encontradas em Comer (1979), Wirth (1976), e Knuth (
1973).

Definicdo e Algoritmos

Quando uma arvore de pesquisa possui mais de um registro por nodo ela
deixa de ser binaria. Estas arvores sdo chamadas n-arias, pelo fato de
possuirem mais de dois descendentes por nodo. Nestes casos 0s nodos sao
mais comumente chamados de paginas.

A arvore B é n-aria. Em uma arvore B de ordem m temos que:

1. cada pagina contém no minimo m registros (e m + 1 descendentes) e
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no maximo 2m registros (e 2m + 1 descendentes), exceto a pagina raiz
que pode conter entre 1 e 2m registros;
2. todas as paginas folha aparecem no mesmo nivel.

Uma arvore B de ordem m = 2 com 3 niveis pode ser vista na Figura 5.8.
Todas as paginas contém 2, 3, ou 4 registros, exceto a raiz que pode conter um
registro apenas. Os registros aparecem em ordem crescente da esquerda para
a direita. Este esquema representa uma extensdo natural da organizacdo da
arvore bhinaria de pesquisa. A Figura 5.9 apresenta a forma geral de uma
pagina de uma arvore B de ordem m.

10 20 40 50

— 1 g
(8489 )(1317 ) (2528 )(3336 )(a34548 )(5255 )

Figura 5.8: Arvore B de ordem 2 com 3 niveis

(chavel chaves iy chavey,, )
! ! } } }
51 P2 pP3 P2m Pam41

Figura 5.9: Nodo de uma arvore B de ordem m com 2m registros

A estrutura de dados &rvore B serd utilizada para implementar o tipo
abstrato de dados Dicionario, com as operacdes Inicializa, Pesquisa, Insere e
Retira. A estrutura e a representagdo do Dicionéario é apresentada no
Programa 5.3, onde mm significa 2m. 0 procedimento Inicializa é extrema-
mente simples, conforme ilustra o Programa 5.4.

Um procedimento Pesquisa para arvore B é semelhante ao algoritmo
Pesquisa para arvore binaria de pesquisa, conforme pode ser visto no Pro-
grama 5.5. Para encontrar um registro X, primeiro compare a chave que
rotula o registro com as chaves que estdo na pégina raiz, até encontrar o
intervalo onde ela se encaixa. Depois, siga 0 apontador para a subarvore
correspondente ao intervalo citado e repita o processo recursivamente, até
que a chave procurada seja encontrada ou entdo uma péagina folha seja atin-
gida (no caso um apontador nulo). Na implementacéo do Programa 5.5 a
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type Registro =record
Chave : TipoChave;
{outros componentes}
end;
Apontador = ~Pigina;
Pagina = record
n: 0.mm;
r : array[l..mm)] of Registro;
p : array[0..mm] of Apontador;
end;
TipoDiciondrio = Apontador;

Programa 5.3: Estrutura do diciondrio para irvore B

procedure Inicializa (var Dicionério : TipoDicionario);
begin

Dicionadrio := nil;
end;

Programa 5.4: Procedimento para inicializar uma arvore B

localizacdo do intervalo onde a chave se encaixa € obtida através de uma pes-
quisa sequencial. Entretanto, esta etapa pode ser realizada de forma mais
eficiente através do uso de pesquisa binaria (vide Secéo 4.2).

Vamos ver agora como inserir novos registros em uma arvore B. Em
primeiro lugar é preciso localizar a pagina apropriada onde o novo registro
deve ser inserido. Se o registro a ser inserido encontra seu lugar em uma
pagina com menos de 2m registros, o processo de insercdo fica limitado aquela
pagina. Entretanto, quando um registro precisa ser inserido em uma péagina ja
cheia (com 2m registros), o processo de insercdo pode provocar a criacdo de
uma nova pagina. A Figura 5.10, parte (b), ilustra o que acontece quando o
registro contendo a chave 14 é inserido na arvore da parte (a). O processo é
composto pelas seguintes etapas:

1. O registro contendo a chave 14 nédo é encontrado na arvore, e a pagina 3
(onde o registro contendo a chave 14 deve ser inserido) esta cheia.

2. A pagina 3 é dividida em 2 paginas, o que significa que uma nova pagina
4 é criada.

3. Os 2m+1 registros (no caso sdo 5 registros) sdo distribuidos igualmente
entre as paginas 3 e 4, e o registro do meio (no caso o registro contendo
a chave 20) é movido para a pagina pai no nivel acima.
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progedure Pesquisa (var x : Registro; var Ap : Apontador);
var i : integer;
begin.
if Ap = nil
then writeln (’ Registro ndo estd presente na arvore’ )
else with Ap~ do
begin
i:i=1;
while (i < n) and (x.Chave > ri].Chave) do i := i + 1;
if x.Chave = r[i].Chave
then x := r[i]
else if x.Chave < rf[i].Chave
then Pesquisa (x, p(i—1])
else Pesquisa (x, p[i])
end
end;

Programa 5.5: Procedimento para pesquisar na irvore B

(0% )

2(3489 ) 3(1a16 ) 4(2s29 ) (b)

Figura 5.10: Insercdo em uma &rvore B de ordem 2

No esquema de insercdo apresentado acima, a pagina pai tem que aco-
modar um novo registro. Se a pagina pai também estiver cheia, entdo o
mesmo processo de divisdo tem que ser aplicado de novo. No pior caso, 0
processo de divisdo pode se propagar até a raiz da arvore e, neste caso, a
arvore aumenta sua altura de um nivel. E interessante observar que uma
arvore B somente aumenta sua altura através da divisdo da raiz.

Um primeiro refinamento do procedimento Insere pode ser visto no Pro-.
grama 5.6. 0 procedimento contém um outro procedimento interno recur-
sivo, de nome Ins, de estrutura semelhante ao Programa 5.5 acima. Quando
um apontador nulo é encontrado, significa que o ponto de insercdo foi lo-
calizado. Neste momento o pardmetro Cresceu passa a indicar este fato
informando que um registro vai ser passado para cima através do parametro
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RegRetorno para ser inserido na proxima pagina que contenha espago para
acomoda-lo. Se Cresceu = true no momento do retorno do procedimento Ins
para o procedimento Insere significa que a pagina raiz foi dividida e entdo uma
nova pagina raiz deve ser criada para acomodar 0 registro emergente,
fazendo com que a arvore cresca na altura.

procedure Insere (Reg: Registro; var Ap: Apontador);

procedure Ins (Reg:Registro; Ap:Apontador; var Cresceu:Boolean;
var RegRetorno:Registro; var ApRetorno:Apontador);

var i : integer;
begin
if Ap = nil
then begin
Cresceu := true;
Atribui Reg a RegRetorno; Atribui nil a ApRetorno;
end
else with Ap~ do
begin
i:=1; '
while (i < n) and (x.Chave > rfi].Chave) doi:=1i + 1;
if x.Chave = r(i].Chave
then writeln (° Erro : Registro j4 estd presente na 4rvore’)
else if x.Chave < rfi].Chave
then Ins (x, p{i—1], Cresceu, RegRetorno, ApRetorno)
else Ins (x, p[ig, Cresceu, RegRetorno, ApRetorno);
if Cresceu
then if (N2 de registros em Ap) < mm
then Insere na pédgina Ap e Cresceu := false
else begin { Overflow: pagina tem que ser dividida }
Cria nova pagina ApTemp;
Transfere metade dos registros de Ap para ApTemp;
Atribui registro do meio a RegRetorno;
Atribui ApTemp a ApRetorno;
end;
end ‘
end;

begin {Insere}

Ins (Reg, Ap, Cresceu, RegRetorno, ApRetorno);

if Cresceu then Cria nova pdgina raiz para RegRetorno e ApRetorno;
end;

Programa 5.G: Primeiro refinamento do algoritmo Insere na &rvore B

O procedimento Insere utiliza o procedimento auxiliar InsereNaPagina
mostrado no Programa 5.7.
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procedure InsereNaPagina (Ap : Apontador; .
Reg : Registro; ApDir : Apontador);
var NaoAchouPosi¢io : Boolean;
k : integer;
begin
with Ap~ do
begin
k := n;
NaoAchouPosigio := k > 0;
while NioAchouPosi¢io do
if Reg.Chave < r[k].Chave
then begin
rlk+1) := r[k]; pk+1]:=plk];k:=k - 1;
if k < 1 then NaoAchouPosi¢io := false;
end
else NaoAchouPosigdo := false;
rlk+1] := Reg; plk+1] := ApDir;n:=n + 1;
end;
end;

Programa 5.7: Procedimento InsereNaP4igina

O Programa 5.8 apresenta o refinamento final do procedimento Insere.

procedure Insere (Reg: Registro; var Ap: Apontador);
var Cresceu : Boolean;

RegRetorno : Registro;

ApRetorno : Apontador;

ApTemp : Apontador;

procedure Ins (Reg : Registro; Ap : Apontador; var Cresceu : Boolean;
var RegRetorno : Registro; var ApRetorno : Apontador);
var i, j : integer; ApTemp : Apontador;
begin
if Ap = nil
then begin ’
Crescen := true; RegRetorno := Reg; ApRetorno := nil;
end
else with Ap~ do
begin
i:=1;
while (i < n) and (Reg.Chave > rfi].Chave) doi =i + 1;
if Reg.Chave = r[i].Chave
then begin
writeln (’Erro:Registro j4 estd presente’); Cresceu := false;
end
else begin
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if Reg.Chave < r[i].Chave
then Ins (Reg, p[i—1], Cresceu, RegRetorno, ApRetorno)
else Ins (Reg, p[ig, Cresceu, RegRetorno, ApRetorno);
if Cresceu
then if n < mm
then begin { Pdgina tem espago }
InsereNaPdgina(Ap, RegRetorno, ApRetorno);
Cresceu := false;
end
else begin { Overflow: pigina tem que ser dividida }
new (ApTemp);
ApTemp~.n := 0; ApTemp~.p[0] := nil;
ifi <= m+1
then begin
InsereNaP4gina (ApTemp, r[mm], p[mm]);

n:=n-1;
InsereNaPégina (Ap, RegRetorno, ApRetorno);
end

else InsereNaPégina (ApTemp,RegRetorno,ApRetorno);
for j:=m+2 to mm do
InsereNaPagina (ApTemp, rfj], pli]);
n := m; ApTemp~.p[0] := p[m+1];
RegRetorno := r{m+1}; ApRetorno := ApTemp;
end;
end;
end;
end; { Ins }

begin { Insere }
Ins (Reg, Ap, Cresceu, RegRetorno, ApRetorno);
if Cresceu )
then begin { Arvore cresce na altura pela raiz }
new (ApTemp);
ApTemp~.n = 1;
ApTemp~.r[1] := RegRetorno;
ApTemp~.p[l] := ApRetorno;
ApTemp~.p[0] := Ap; Ap := ApTemp;
end;
end; { Insere }

Programa 5.8: Refinamento final do algoritmo Insere

A Figura 5.11 mostra o resultado obtido quando se insere uma seqiiéncia
de chaves em uma arvore B de ordem 2: A arvore da Figura 5.11, parte (a), é
obtida apods a insercdo da chave 20, a arvore da parte (b) é obtida apods a
insercdo das chaves 10, 40, 50 e 30 na arvore da parte (a), a arvore da parte
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(c) é obtida apés a insercdo das chaves 55, 3, 11, 4, 28, 36, 33, 52, 17, 25 ¢
13 na arvore da parte (b) e, finalmente, a arvore da parte (d) é obtida apos a
insercdo das chaves 45, 9, 43, 8 e 48.

e
30

(b)

e
(1020 ) (4050 )

() 10 20 30 40

(34 1(111317)@218 )\(3336 ) (50 5255 )
@

10 20 40 50

C3489)@{317)C‘2528 ) (3336 )@31548)(5255 )

Figura 5.11: Crescimento de uma arvore B de ordem 2

A Ultima operacdo a ser estudada é de retirada. Quando a pagina que
contém o registro a ser retirado é uma pagina folha a operacéo é simples. No
caso de ndo ser uma pagina folha, o registro a ser retirado deve ser primeiro
substituido por um registro contendo uma chave adjacente (antecessora ou
sucessora), como no caso da operacdo de retirada de registros em arvores
binarias de pesquisa, conforme mostrado na Secdo 4.3. Para localizar uma
chave lexicograficamente antecessora, basta procurar pela pagina folha mais
a direita na subarvore a esquerda. Por exemplo, a antecessora da chave 30
na arvore da Figura 5.11 (d) é a chave 28.

Tao logo o registro seja retirado da pagina folha, é necessario verificar se
pelo menos m registros passam a ocupar a pagina. Quando menos do que m
registros passam a ocupar a pagina significa que a propriedade arvore B é
violada. Para reconstituir a propriedade arvore B € necessario tomar
emprestado um registro da pagina vizinha. Conforme pode ser verificado na
Figura 5.12, existem duas possibilidades:

1. O nimero de registros na pagina vizinha é maior do que m: basta tomar
um registro emprestado e trazé-lo para a pagina em questao via pagina
pai. A Figura 5.12 (a) mostra a retirada da chave 3.
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2. Ndo existe um namero suficiente de registros na pagina vizinha (a pagina
vizinha possui exatamente m registros): neste caso o numero total de
registros nas duas paginas é 2m — 1 e, conseqlientemente, as duas
paginas tém que ser fundidas em uma sé, tomando emprestado da pagina
pai o registro do meio, 0 que permite liberar uma das paginas. Este
processo pode se propagar até a pagina raiz e no caso em que 0 numero
de registros da pagina raiz fica reduzido a zero ela € eliminada, causando
reducdo na altura da arvore. A Figura 5.12 (b) mostra a retirada da chave
3.

(b) Pagina vizinha possui exatamente m registros

Figura 5.12: Retirada da chave 3 na arvore B de ordemm =1

O procedimento Retira é apresentado no Programa 5.9. 0 procedimento
contém um outro procedimento interno recursivo, de nome Ret. No proce-
dimento Ret, quando a pagina que contém o registro a ser retirado é uma
pagina folha a operacdo é simples. No caso de ndo ser uma péagina folha, a
tarefa de localizar o registro antecessor é realizada pelo procedimento An-
tecessor. A condicdo de que menos do que m registros passam a ocupar a
pagina é sinalizada pelo parametro Diminuiu, fazendo com que o procedi-
mento Reconstitui seja ativado.

procedure Retira (Ch : TipoChave; var Ap : Apontador);
var Diminuiu : Boolean;

Aux : Apontador;

procedure Ret(Ch:TipoChave; var Ap:Apontador; var Diminuiu:Boolean);
var Ind, j : integer;
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procedure Reconstitui (ApPag : Apontador; ApPai : Apontador;
PosPai : integer; var Diminuiu : Boolean);

var Aux : Apontador;
DispAux, j : integer;
begin

if PosPai < ApPai*.n
then begin { Aux = Pigina & dlrelta de ApPag }
Aux := ApPai~.p[PosPai+1];
DispAux := (Aux~.n — m +1) div 2;
ApPag~.r[ApPag~.n+1] := ApPai- r[PosPax+1]
ApPag-.p[ApPag~.n+1}:= Aux".p[0];
ApPag~.n := ApPag~.n + 1;
if DispAux > 0
then begin { Existe folga: transfere de Aux para ApPag }
for j := 1 to DispAux—1 do
InsereNaPégina (ApPag, Aux~.rfj], Aux~.p[j]);
ApPai~.r[PosPai+1] := Aux".r[DispAux];
Aux~.n := Aux".n-DispAux;
for j := 1 to Aux".n do Aux~.rfj] := Aux".r[j+DispAux];
for j := 0 to Aux~.n do Aux~.p[j] := Aux".p[j+DispAux];
Diminuiu := false;
end
else begin { Fusdo: intercala Aux em ApPag e libera Aux }
for j:=1tomdo
InsereNaPégina (ApPag, Aux~.r[j], Aux~.p[j]);
dispose (Aux);
for j := PosPai+1 to ApPai~.n-1 do with ApPai~ do
begin r[j] := r[j+1]; pfi] := p[i+1); end;
ApPai“.n := ApPai~.n - 1;
if ApPai*.n >= m then Dlmmulu = false;
end;
end
else begin { Aux = Pégina 4 esquerda de ApPag }
Aux := ApPai~.p[PosPai—1};
DispAux := (Aux".n — m + 1) div 2;
for j := ApPag~.n downto 1 do ApPag~.r[j+1] := ApPag".r[j};
ApPag~.r[1] := ApPai~.r[PosPai];
for j := ApPag~.n downto 0 do ApPag~.p[j+1) := ApPag~.p[j];
ApPag”.n := ApPag~.n + 1;
if DispAux > 0
then begm { Existe folga: transfere de Aux para ApPag }
for j := 1 to DispAux—1 do with Aux" do
InsereNaPagina(ApPag, r[n+1-j], pn+1-j});
ApPag~.p[0]) := Aux".p[Aux~.n+1-DispAux];
ApPai~.r[PosPai] := Aux~.rf[Aux".n+1-DispAux];
Aux~.n := Aux~,n — DispAux;
Diminuiu := false;
end
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else begin { Fusdo: intercala ApPag em Aux e libera ApPag }

forj:=1tomdo
InsereNaPéagina (Aux, ApPag=.r[j], ApPag~.p[j]);

dispose (ApPag);
ApPai~.n := ApPai~.n — 1;
if ApPai“.n >= m then Diminuiu := false;
end;

end;

end; { Reconstitui }

procedure Antecessor (Ap : Apontador; Ind : integer;
ApPai : Apontador; var Diminuiu : Boolean);
begin
with ApPai~ do
begin
if p[n] <> nil
then begin
Antecessor (Ap, Ind, p[n], Diminuiu);
if Diminuiu then Reconstitui (p[n], ApPai, n, Diminuiu);
end
else begin Ap~.r(Ind] := r[n]; n :=n-1; Diminuiu := n<m; end;
end;
end; { Antecessor }

begin { Ret }
if Ap = nil
then begin
writeln ( ’Erro: registro nio estd na drvore’ ); Diminuiju := false;
end
else with Ap~ do
begin
Ind := 1;
while (Ind < n) and (Ch > r[Ind].Chave) do Ind := Ind + 1;
if Ch = r{Ind].Chave
then if p[Ind—1] = nil
then begin { Pagina folha }
n := n—1; Diminuiu := n<m;
for j :=Ind ton do
begin rfj] := rj+1]; p[j] := p[j+1]; end;
end
else begin { Pégina ndo é folha: trocar com antecessor }
Antecessor (Ap, Ind, p{Ind—1], Diminuiu);
if Diminuiu
then Reconstitui (p[Ind—1}, Ap, Ind—1, Diminuiu);
end
else begin
if Ch > r[Ind].Chave then Ind := Ind + 1;
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Ret (Ch, p[Ind—1], Diminuiu);
if Diminuiu
then Reconstitui(p[Ind—1}, Ap, Ind—1, Diminuiu);
end; _
end;
end; { Ret }

begin { Retira }
Ret (Ch, Ap, Diminuiu);
if Diminuiu and (Ap~.n = 0)
then begin { Arvore diminui na altura }
Aux := Ap; Ap := Aux~.p[0]); dispose (Aux);
end;
end; { Retira }

Programa 5.9: Procedimento Retira-

A Figura 5.13 mostra o resultado obtido quando se retira a seguinte
seqiiéncia de chaves da drvore B: 45 30 28; 50 8 10 4 20 40 55 17 33 11 36;
3 11 52. Cada ponto-e-virgula corresponde a um salto de uma arvore para
outra no desenho da Figura 5.13.

(a)

(3489 )(111317 ) (2528 ) (3336 )@3}1548) (5255 )

(b) 10 25 40 50

(3489)@13172@(33316 V(4348 )(5255 )

(©)

:

(39 )6543485)
@

Figura 5.13: Decomposigio de uma 4rvore B de ordem 2
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5.3.2 Arvores B*

Existem vérias alternativas para implementagdo da &rvore B original. Uma
delas é a arvore B*. Em uma arvore B*, todos os registros sdo armazenados
no Gltimo nivel (paginas folhas). Os niveis acima do Gltimo nivel constituem
um indice cuja organizacgdo € a organizagao de uma arvore B.

A Figura 5.14 mostra a separacgdo logica entre o indice e 0s registros que
constituem o arquivo propriamente dito. No indice s6 aparecem as chaves,
sem nenhuma informacao associada, enquanto nas paginas folha estdo todos
os registros do arquivo. As paginas folha sdo conectadas da esquerda para a
direita, o que permite um acesso seqlencial mais eficiente do que o acesso
através do indice. Além do acesso seqliencial mais eficiente, as arvores B*
apresentam outras vantagens sobre as arvores B, como a de facilitar o acesso
concorrente ao arquivo, conforme veremos adiante.

Indice
Arvore B

Acesso R ! t ‘
Seqiiencial L] == =[] J Registros
Figura 5.14: Estrutura de uma 4rvore B*

Para recuperar um registro, o processo de pesquisa inicia-se na raiz da
arvore e continua até uma pagina folha. Como todos os registros residem nas
folhas, a pesquisa ndo para se a chave procurada for encontrada em uma
pagina do indice. Neste caso o apontador a direita é seguido até que uma
pagina folha seja encontrada. Esta caracteristica pode ser vista na arvore B*
da Figura 5.15 onde as chaves 29, 60, e 75 aparecem no indice e em registros
do arquivo. Os valores encontrados ao longo do caminho sdo irrelevantes
desde que eles conduzam a pagina folha correta.

Como ndo ha necessidade do uso de apontadores nas paginas folha é
possivel utilizar este espaco para armazenar uma quantidade maior de re-
gistros em cada pagina folha. Para tal devemos utilizar um valor de m
diferente para para as paginas folha. Isto ndo cria nenhum problema para os
algoritmos de insercdo pois as metades de uma pagina que esta sendo par-
ticionada permanecem no mesmo nivel da pagina original antes da particado (
algo semelhante acontece com a retirada de registros).

A estrutura de dados arvore B* apresentada no Programa 5.10.

O procedimento Pesquisa deve ser implementado como no Programa 5.11.
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type Registro =record
Chave : TipoChave;
{outros componentes}
end;
Apontador = ~Pégina;
PaginaTipo = (Interna, Externa);
Pagina = record
case Pt: PaginaTipo of
Interna : (n: 0..mm;
r : array[l..mm)] of TipoChave;
p : array[0..mm] of Apontador; );
Externa :( n : 0..mm2;
r : array([l..mm?2) of Registro; )
end;
TipoDicionario = Apontador;

Programa 5.10: Estrutura do diciondrio para irvore B*

procedtue Pesquisa (var x : Reglstro, var Ap : Apontador);
var i : integer;
begin
if Ap~.Pt = Interna
then with Ap~ do
begin
i=1
while (i < n) and (x.Chave > r[i]) doi:=1i+ 1;
if x.Chave < r[i)
then Pesquisa (x, p[i—1])
else Pesquisa (x, p[i})
end
else with Ap~ do
begm
i=1
while (i < n) and (x.Chave > rfi]. Chave) doi:=i+1;
if x.Chave = r[i}.Chave
then x := r[j]
else writeln (’ Registro ndo esta presente na arvore’ );
end;
end;

- Programa 5.11: Procedimento para pesquisar na irvore B*

183
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Indice
6 29 60 75 -
145 9181922 29 33 50 52 60 65 70 75 80

Figura 5.15: Exemplo de uma arvore B"

A operacdo de insercdo de um registro em uma &arvore B* é essencial-
mente igual a inser¢do de um registro em uma arvore B. A Unica diferenca é
que quando uma folha é dividida em duas, o algoritmo promove uma copia
da chave que pertence ao registro do meio para a pagina pai no nivel anterior,
retendo o registro do meio na pagina folha da direita.

A operacgdo de retirada em uma arvore B* é relativamente mais simples
do que em uma arvore B. 0 registro a ser retirado reside sempre em uma
pagina folha, o que torna sua remocdo simples, ndo havendo necessidade de
utilizagdo do procedimento para localizar a chave antecessora (vide
procedimento Antecessor do Programa 5.9). Desde que a pagina folha fique
pelo menos com metade dos registros, as paginas do indice ndo precisam ser
modificadas, mesmo se uma cépia da chave que pertence ao registro a ser re-
tirado esteja no indice. A Figura 5.16 mostra a arvore B* resultante quando a
seguinte seqliéncia de chaves é retirada da arvore B* da Figura 5.15: 5 19 22
60; 9. Observe que a retirada da chave 9 da arvore da Figura 5.16, parte (a),
provoca a reducdo da arvore.

5.3.3 Acesso Concorrente em Arvores B*

Em muitas aplicacdes o acesso simultaneo ao banco de dados por mais de um
usuario é fator importante. Nestes casos, permitir acesso para apenas um
processo de cada vez pode criar um gargalo inaceitavel para o sistema de
banco de dados. Concorréncia é entdo introduzida para aumentar a uti-
lizagdo e melhorar o tempo de resposta do sistema. Deste modo o uso de
arvores B* em tais sistemas deve permitir o processamento simultaneo de
vérias solicitacdes diferentes.

Entretanto, existe a necessidade de se criar mecanismos chamados pro-
tocolos para garantir a integridade tanto dos dados quanto da estrutura.
Considere a situacdo em que dois processos estejam simultaneamente aces-
sando o banco de dados. Em um determinado momento, um dos processos
estd percorrendo uma pagina para localizar o intervalo onde a chave de pes-
quisa se encaixa e seguir o apontador para a subarvore correspondente, en-
guanto o outro processo esta inserindo um novo registro que provoca divisdes
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(5 )

14 918 29 33 50 52 65 70 75 80

(a) Retirada dos registros 5, 19, 22, 60 da arvore da Figura 5.15

9 45 60 75
| =

1418 29 33 50 52 65 70 75 80

(b) Retirada do registro 9 em (a): a estrutura do indice ¢ modificada

Figura 5.16: Retirada de registros em arvores B*

de paginas no mesmo caminho da arvore. Pode acontecer que 0 processo que
estd percorrendo a pagina pode obter um apontador que fica apontando para
uma subarvore errada ou para um enderego inexistente.

Uma pagina é chamada segura quando se sabe que ndo existe possibi-
lidade de modificacBes na estrutura da arvore, como consequliéncia de uma
operacdo de insercdo ou de retirada naquela pagina. Cabe lembrar que a
operacdo de recuperacdo ndo altera a estrutura da &rvore, ao contrario das
operacdes de insercdo ou retirada, que podem provocar modificacdes na es-
trutura da &rvore. No caso de operacdes de inser¢do, uma pagina é conside-
rada segura se o numero atual de chaves naquela pagina é menor do que 2m.
No caso de operagOes de retirada, uma pagina é considerada segura quando o
numero de chaves na pagina € maior do que m. Os algoritmos para acesso
concorrente fazem uso destes fatos para aumentar o nivel de concorréncia em
uma arvore B*.

Bayer e Schkolnick (1977) apresentam um conjunto de trés diferentes
alternativas de protocolos para travamentos! (lock protocols) que asseguram
a integridade dos caminhos de acesso aos dados da arvore B*, €, a0 mesmo
tempo, permitem acesso concorrente. Em uma das alternativas pro-postas a
operacdo de recuperacdo trava (ou retém) uma péagina tdo logo ela seja lida,
de modo que outros processos ndo possam interferir com a pagina. Na
medida em que a pesquisa continua em direcdo ao nivel seguinte

tUm protocolo para travamento ¢ um mecanismo que assegura a modificagdo de apenas
uma pagina de cada vez na arvore.
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da arvore, a trava aplicada na pagina antecessora é liberada, permitindo a
leitura das paginas por outros processos.

Um processo executando uma operacdo de recuperacdo € chamado pro-
cesso leitor, enquanto um processo executando uma operagao de inser¢ao ou
de retirada ¢ chamado processo modificador. A operacdo de modificacao
requer protocolos mais sofisticados, porque tal operacdo pode modificar as
paginas antecessoras nos niveis acima. Em uma das alternativas apresentadas
por Bayer e Schkolnick (1977), o processo modificador coloca um
travamento exclusivo em cada pagina acessada, podendo mais tarde liberar
0 travamento caso a pagina seja segura.

Vamos apresentar a seguir o protocolo para processos leitores e o
protocolo para processos modificadores relativos a alternativa mais
simples dentre as trés alternativas apresentadas por Bayer e Schkolnick
(1977). Estes protocolos utilizam dois tipos de travamento:

1. o travamento-para-leitura, que permite um ou mais leitores acessarem
os dados, mas ndo permite insercdo ou retirada de chaves;

2. 0 travamento-exclusivo, que permite qualquer tipo de operacdo na
pagina (quando um processo recebe este tipo de travamento, nenhum
outro processo pode operar na pagina).

O protocolo para processos leitores é:

(0) Cologue um travamento-para-leitura na raiz;

(1) Leia a pagina raiz e faca-a pagina corrente;

(2) Enquanto a pagina corrente ndo € uma pagina folha faca {o n° de
travamentos-para-leitura mantidos pelo processo é = 1 }

(3) Cologque um travamento-para-leitura no descendente apropriado;

(4) Libere o travamento-para-leitura na pagina corrente;

(5) Leia a descendente cia pagina corrente e faca-a pagina corrente.

O protocolo para processos modificadores é:

(0) Cologue um travamento-exclusivo na raiz;

(1) Leia a pagina raiz e faga-a pagina corrente;

(2) Enquanto a pagina corrente ndo é uma pagina folha faca {o némero
de travamentos-exclusivos mantidos pelo processo a “ 1 }

(3) Coloque um travamento-exclusivo no descendente apropriado;

(4) Leia a descendente da pdgina corrente e fada-a pdgina corrente;

(5) Se a pogina corrente & segura entiio libere todos os travamentos
mantidos sobre as pdginas antecessoras da pdgina corrente.
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Para exemplificar o funcionamento do modelo do protocolo para proces-
sos modificadores considere a modificagdo da pégina y da &rvore B* apre-
sentada na Figura 5.17. Assuma que as pOginas 7, *, e — siio seguras, ¢ a pogina
y niio a segura. Antes da execuliio do anel pr1n01pa1 (passos 2 a 5 do
algoritmo), um travamento-exclusivo a4 colocado na pdgina raiz, e a pdgina a
lida e examinada. A seguir a seguinte seqfoncia de eventos ocorre:

i Passo 3: Um travamento-exclusivo sobre a pdgina ¢ 4 solicitado;

i Passo 4: Apés receber o travamento-exclusivo a pdgina * a lida;

——

Passo 5: Desde que a pdgina * & segura, o travamento-exclusivo sobre a
pogina a e liberado, permitindo o acesso a pdgina a para outros
processos;

Passo 3: Um travamento-exclusivo sobre a pdgina —a solicitado;

——

i Passo 4: Apés receber o travamento-exclusivo a pogina —a lida;

i Passo 5: Desde que a pdgina —niio 4 segura, o travamento-exclusivo
sobre a pdgina * 4 mantido;
i Passo 3: Um travamento-exclusivo sobre a pdgina — & solicitado;

i Passo 4: Apés receber o travamento-exclusivo, a pdgina b a lida;

i Passo 5: Desde que a pdgina — & segura, os travamentos-exclusivos sobre
as poginas ( e * podem ser liberados.

A solucdo apresentada acima requer um protocolo bem simples e ainda
assim permite um nivel razodvel de concorréncia. Essa solucdo pode ser
melhorada em relacdo ao nivel de concorréncia com a utilizagdo de protocolos
mais sofisticados. Por exemplo, o processo modificador pode fazer uma "
reserva" em cada pagina acessada e mais tarde modificar a reserva para
travamento-exclusivo caso o processo modificador verifique que as mo-
dificacbes a serem realizadas na estrutura da arvore deverdo se propagar até a
pagina com reserva. Essa solugdo aumenta o nivel de concorréncia, desde que
as paginas com reserva possam ser lidas por outros processos.

Os tipos de travamentos referidos aqui sdo aplicados ao nivel fisico do
banco de dados. Em um banco de dados cujo acesso aos dados é realizado
através de uma arvore B*, a unidade de transferéncia dos dados da memdria
secundaria para a memoria principal é a pagina. Deste modo, os protocolos de
travamento sdo aplicados neste nivel.

A implementagdo dos travamentos descritos acima pode ser obtida usando
semaforos. De acordo com Dijkstra (1965), um semaforo é um inteiro
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Figura 5.17: Parte de uma arvore B*

ndo negativo que pode ser modificado somente pelas operagfes wait e signal,
assim descritas: wait (s): whens>0dos:=s—1;esignal (s):s:=s+ 1. A
operacdo s := s + 1 é indivisivel, isto &, somente um processo consegue
realiza-la de cada vez. Por exemplo, se dois processos A e B querem realizar
signal (s) ao mesmo tempo para s = 3, ao final s = 5. Se a operagdo s := s+|
ndo é indivisivel e as duas operacdes atribuem o resultado 4 a s, o resultado
final pode ser 4 (e ndo 5). Outra referéncia sobre seméforos, bem como sua
aplicacdo para sincronizar processos concorrentes, pode ser encontrada em
Lister (1975).

Outro importante aspecto a ser considerado em um ambiente de proces-
samento concorrente é o problema de deadlock. 0 deadlock ocorre quando
dois processos estdo inserindo um registro cada um em paginas adjacentes
gue estejam cheias. Neste caso cada um dos processos fica esperando pelo
outro eternamente. Lister (1975) mostra que o deadlock pode ser evitado
através da eliminagdo de dependéncias circulares entre processos e recursos.
Esta condicdo pode ser satisfeita através do uso da estrutura em arvore para
ordenar todas as solicitagGes para acessar o banco de dados. Basta que 0s
algoritmos usem as operacGes de travamento de cima para baixo, isto é, da
pagina raiz para as paginas folha. Bayer e Schkolnick (1977) provaram que
as solucdes apresentadas séo livres de deadlock.
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5.3.4 Consideracdes Praticas

A éarvore B é simples, de facil manutencéo, eficiente e versatil. A arvore B
permite acesso sequencial eficiente, e o custo para recuperar, inserir, e
retirar registros do arquivo é logaritmico. O espago utilizado pelos dados é,
no minimo, 50% do espa¢o reservado para o arquivo. Oespac¢o utilizado
varia com a aquisi¢do e liberacdo da area utilizada, a medida em que o
arquivo cresce ou diminui de tamanho. As arvores B crescem e diminuem
automaticamente, e nunca existe necessidade de uma reorganizacdo completa
do banco de dados. O emprego de &rvores B em ambientes onde o0 acesso
concorrente ao banco de dados é necessario é viadvel e relativamente simples
de ser implementado.

Um bom exemplo de utilizagdo prética de arvores B* é o método de
acesso a arquivos da IBM, chamado VSAM (Keehn e Lacy, 1974; Wagner,
1973). VSAM é um método de acesso a arquivos de aplicacdo geral que
permite tanto o acesso sequencial eficiente, bem como as operagdes de in-
sercdo, retirada e recuperacdo em tempo logaritmico. Comparado com a
organizacdo indexado sequencial, o método VSAM oferece as vantagens da
alocacdo dindmica de memoria, garantia de utilizacdo de no minimo 50% da
memdaria reservada ao arquivo, e nenhuma necessidade de reorganizagao
periddica de todo o arquivo. O VSAM é considerado uma evolucdo do antigo
ISAM, o qual utiliza o método indexado seqiiencial (vicie Se¢édo 5.2).
Analise
Pelo que foi visto acima, as operacdes de insercdo e retirada de registros em
uma arvore B sempre deixam a arvore balanceada. Além do mais, 0 caminho
mais longo em uma arvore B de ordem m com N registros contém no maximo
cerca de log ,.;N paginas. De fato, Bayer e McCreight (1972) provaram que
os limites para a altura maxima e altura minima de uma arvore B de ordem
m contendo N registros sdo

2

O custo para processar uma operacdo de recuperagdo de um registro
cresce com o logaritmo base m do tamanho do arquivo. Para se ter uma idéia
do significado da férmula acima, considere a Tabela 5.1. Uma &rvore B de
ordem 50, representando um indice de um arquivo de um milhdo de registros,
permite a recuperacdo de qualquer registro com 4 acessos ao disco, no pior
caso. Na realidade o numero de acessos no caso médio e 3.

A altura esperada de uma arvore B ndo é conhecida analiticamente, pois
ninguém foi capaz de apresentar um resultado analitico. A partir do célculo
analitico do nimero esperado de paginas para os quatro primeiros niveis

(N+1
loggms1(N +1) < altura'< 1+ log,, 41 (L)
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Tamanho Tamanho do arquivo
da pagina [1.000] 10.000 | 100.000 | 1.000.000 | 10.000.000
10 3 4 5 6 7
50 2 3 3 4 4
100 2 2 3 3 4
150 2 2 3 3 4

Tabela 5.1: NGmero de acessos a disco, no pior caso, para tamanhos variados de paginas e
arquivos usando arvore B

contados das paginas folha em direcdo a pagina raiz 'de uma arvore 2-3 (ou
arvore B de ordem m = 1) obtido por Eisenbarth, Ziviani, Gonnet, Mehlhorn
e Wood (1982, p. 159), eles propuseram a seguinte conjetura: a altura
esperada de uma arvore 2-3 randémica (vide defini¢do de arvore de pesquisa
randémica na Secdo 4.3) com N chaves é

R(N) = logz/3(N + 1)

Outras medidas de complexidade relevantes para as arvores B randémicas
sao:

1. A utilizacdo de memdria é cerca de In 2 para o algoritmo original pro-
posto por Bayer e McCreight (1972). Isto significa que as paginas tém
uma ocupacdo de aproximadamente 69% da area reservada apds N
insercdes randdmicas em uma arvore B inicialmente vazia.

2. No momento da insercdo, a operacdo mais cara € a particdo da pagina
guando ela passa a ter mais do que 2m chaves, desde que a operagdo
envolve a criacdo de uma nova pégina, o rearranjo das chaves e a in-
sercdo da chave do meio na pagina pai localizada no nivel acima. Uma
medida de complexidade de interesse € Pr{j particdes}, que corres-
ponde a probabilidade de que j particdes ocorram durante a N-ésima
insercdo randémica. No caso da arvore 2-3

(S

Pr{0 partigdes} = -

Pr{1 ou mais partigbes} = -:;-
No caso da drvore B de ordem m
Pr{0 partigbes} = 1 —

(2 ln12)m +0(m™)
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1

m + O(m°2)

Pr{1 ou mais parti¢des} =

No caso de uma arvore B de ordem m = 70, Pr{1 ou mais particdes}
0, 01. Em outras palavras, em 99% das vezes nada acontece em termos
de partigbes durante uma insergao.

3. Considere 0 acesso concorrente em arvores B. Bayer e Schkolnick (1977)
propuseram a técnica de aplicar um travamento na pagina segura mais
profunda (Psmp) no caminho de insercdo. De acordo com o que foi
mostrado na Secdo 5.3.3, uma pagina é segura se ela contém menos do
gue 2m chaves. Uma pagina segura é a mais profunda de um caminho
de insercdo se ndo existir outra pagina segura abaixo dela.

Desde que o travamento da pagina impede 0 acesso de outros processos
é interessante saber qual é a probabilidade de que a pagina segura mais
profunda esteja no primeiro nivel. Estas medidas estdo relacionadas
com as do item anterior. No caso da arvore 2-3

4
~ Pr{Psmp esteja no 12 nivel} = 7

Pr{Psmp esteja acima do 12 nivel} = i;-
No caso da arvore B de ordem m
1
. o ot = - - -2
Pr{Psmp esteja no 1= nivel} = 1 Bho)m +0(m™%)
Pr{Psmp esteja acima do 12 nivel} = LA S +0(m™?)
7 (2In2)m

Novamente, no caso de uma arvore B de ordem m = 70, em 99% das
vezes a pagina segura mais profunda (Psmp) esta localizada em uma
pagina folha, o que permite um alto grau de concorréncia para proces-
sos modificadores. Estes resultados mostram que solu¢des muito com-
plicadas para permitir o uso de concorréncia de operagbes em arvores
B ndo trazem grandes beneficios porque, na maioria das vezes, o tra-
vamento ocorrerd em paginas folha, o que permite alto grau de con-
corréncia mesmo para os protocolos mais simples.

Maiores detalhes sobre os resultados analiticos apresentados acima po-
dem ser obtidos em Eisenbarth et al. (1982).
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Observacdes Finais

Existem inimeras variagdes sobre o algoritmo original da arvore B. Uma
delas é a &rvore B*, tratada na Secdo 5.3.2.

Outra importante modificacdo € a técnica de transbordamento (ou
técnica de overflow) proposta por Bayer e McCreight (1972) e Knuth (1973).
A idéia é a seguinte: assuma que um registro tenha que ser inserido em uma
pagina cheia que contenha 2m registros. Ao invés de particiona-la, nés
olhamos primeiro para a pégina irma a direita. Se a pagina irma possui
menos do que 2m registros, um simples rearranjo de chaves torna a parti¢ao
desnecessaria. Se a pagina a direita também estiver cheia ou ndo existir, n6s
olhamos para a pagina irma a esquerda. Se ambas estiverem cheias, entdo a
particdo terd que ser realizada. 0 efeito desta modificacdo é o de produzir
uma arvore com melhor utilizacdo de memoria e uma altura esperada menor.
Esta alteracdo produz uma utilizacdo de memdria de cerca de 83% para uma
arvore B randémica.

Qual é a influéncia de um sistema de paginacdo no comportamento de
uma arvore B? Desde que o niumero de niveis de uma arvore B é muito pe-
queno (apenas 3 ou 4) se comparado com o nimero de molduras de paginas,
0 sistema de paginacdo garante que a pagina raiz esteja sempre presente na
memoria principal, desde que a politica de reposicdo de paginas adotada seja
a politica LRU. 0 esquema LRU faz também com que as paginas a serem
particionadas em uma insercdo estejam automaticamente disponiveis na
memoria principal.

Finalmente, é importante observar que a escolha do tamanho adequado da
ordem m da arvore B é geralmente feita em fungdo das caracteristicas de
cada computador. Por exemplo, em um computador com meméria virtual
paginada, o tamanho ideal da pagina da arvore corresponde ao tamanho da
pagina do sistema, e a transferéncia de dados da memdria secundaria para a
memoria principal e vice-versa é realizada pelo sistema operacional. Estes
tamanhos variam de 512 bytes até 4096 bytes, em multiplos de 512 bytes.

Notas Bibliogréaficas

O material utilizado na Secdo 5.1 sobre um modelo de computagdo para
memoria secundaria veio de Lister (1975). As arvores B foram introduzi-das
por Bayer e McCreight (1972). Comer (1979) discute arvores B sob um
ponto de vista mais pratico. Wirth (1976) apresenta uma implementacao dos
algoritmos de insergdo e de retirada; Gonnet e Baeza-Yates (1991) apre-
sentam uma implementagdo do algoritmo de insercdo. A principal referéncia
utilizada no item concorréncia em arvores B veio de Bayer e Schkolnik (1977).
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Exercicios

1) a) Construa uma arvore B de ordem m = 1 para as seguintes chaves: 15,
10, 30, 40, 5, 20, 12.

b) Retire a chave 15 e depois a chave 20 da arvore obtida acima.

2) Neste trabalho vocé deve apresentar uma implementacdo do conjunto
de procedimentos para criagdo de um ambiente de memoria virtual
paginada em Pascal, conforme descrito na Secao 5.1.

Ao implementar o sistema vocé deve ter em mente que 0 conjunto de
procedimentos deverd permitir ao usuario incorporar facilmente um
ambiente de memoria virtual ao seu programa para poder organizar o
fluxo de dados entre a memoria priméaria e a memoria secundéaria. Para
tal procure colocar todos os procedimentos e declaracdes de tipos em
um anico arquivo chamado SMV.PAS. Este arquivo poderd ser
incorporado a qualquer programa escrito em Pascal, o qual devera
aparecer antes das declarac@es de varidveis do usuario.

O tamanho méaximo de cada estrutura de dados utilizada pelo sistema
devera ser definido através de constantes que poderdo facilmente ser
ajustadas pelos usuarios diretamente no arquivo SMV.PAS, de acordo
com suas conveniéncias.

O que cada aluno deve fornecer:

a) Uma listagem completa do conjunto de procedimentos precedida
de documentacdo pertinente. A descricdo de cada procedimento
devera conter pelo menos a sua funcdo e a de seus parametros. De-
pendendo da complexidade de cada procedimento pode ser inte-
ressante descrever sucintamente a ldgica do médulo obtido (evite
descrever o que é ébvio).

b) Uma listagem de um programa de demonstracdo (DEMO) que
mostre claramente ao usuério como utilizar o pacote SMV.PAS. O
programa DEMO deve servir também para mostrar toda a
flexibilidade e potencial do SMV.PAS.

c) Teste do Sistema
Para testar os varios médulos do sistema de paginagdo vocé deve
gerar um arquivo em disco contendo algumas paginas (para fins de
teste vocé pode utilizar uma pagina de tamanho pequeno, digamos
32 bytes). 0 arquivo de teste em disco devera conter as paginas de
uma arvore binaria de pesquisa sem balanceamento, conforme
mostrado no Programa 5.1.
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Para mostrar o pleno funcionamento do sistema € importante criar
procedimentos para mostrar o contetido de todas as paginas em
disco, da fila de Moldura_de_Pé&ginas e da Tabela_de_Paginas. Es-
tes procedimentos devem ser invocados pelo programa de teste
nos momentos mais interessantes para se ver o comportamento do
sistema (talvez seja interessante realizar uma adaptacdo do
programa DEMO para fins de testar o SMV conforme descrito
acima). A impressdo de todos estes momentos deve ser fornecida
junto com a listagem do programa de teste.

3) O objetivo deste trabalho é projetar e implementar um sistema de
programas para recuperar, inserir e retirar registros de um arquivo que
pode conter até alguns poucos milhGes de registros. A aplicacdo que
utiliza o arquivo é bastante dindmica, existindo um grande nimero de
consultas e atualizacGes (insercdes, retiradas e alteracGes de registros).
Além do mais a aplicacdo requer periodicamente a recuperacdo total ou
parcial dos registros na ordem lexicografica das chaves. Es-tas
caracteristicas sugerem fortemente a utilizacdo de &rvore B como
estrutura de dados. 0 que fazer:

a) Para implementar os algoritmos de pesquisa, insercao e retirada em
uma arvore B de ordem m utilize o pacote SMV.PAS proposto em
exercicio acima, para criar um ambiente de memoria virtual e
resolver o problema de fluxo de dados entre as memorias primaria
e secundaria.

b) Para testar o seu sistema de programas para uma arvore B de
ordem m = 2, utilize a seguinte seqiéncia de chaves: Insercdo:
20; 10 40 50 30; 55 3 11 4 28; 36; 33 52 17 25 13; 45 9 43 8 48;
A cada ponto-e-virgula vocé devera imprimir a arvore. Retirada:
45 30 28; 50 8; 10 4 20 40 55; 17 33 11 36; 3 11 52; A cada
ponto-e-virgula vocé devera imprimir a arvore.

c) Para termos uma idéia da eficiéncia do método de acesso cons-
truido fagca a medida do tempo de execucdo para:

a) Construir arvores B de tamanhos 1.000, 10.000 e 50.000 cha-
ves geradas randomicamente através de um gerador de nime-
ros aleatorios. A medida de tempo deve ser tomada de forma
independente para cada uma das trés arvores. A ordem m das
arvores deve ser tal que o tamanho da pagina seja igual ou
menor do que 512 bytes.



EXERCICIOS 19 5

b) Para a maior das trés arvores que vocé conseguiu construir
gere aleatoriamente um conjunto de 200 chaves e realize uma
pesquisa na arvore para cada chave. Caso haja chaves que
ndo estejam presentes no arquivo informe quantas pesquisas
foram com sucesso e quantas foram sem sucesso. Com esta
medida podemos ter uma idéia do tempo aproximado para
pesquisar um registro no arquivo.

Atencdo: procure interpretar os resultados obtidos. Por exemplo,
vocé deve informar qual foi o nimero de Molduras_de_P&ginas
utilizadas para os experimentos acima (com 256 Kbytes de
memoria real disponivel é possivel manter cerca de 120 molduras
na memdaria principal). Quaisquer outras observagdes relevantes
devem ser relatadas.

Observagoes:

a) A pesquisa da chave de um registro dentro de uma péagina da
arvore B pode ser feita através de uma pesquisa seqlencial.

b) A decisdo sobre a documentagdo a ser apresentada fica por conta
do aluno.

4) Modifique a implementagdo do procedimento original apresentado no
Programa 5.5 para que a pesquisa da chave dentro de uma pagina da
arvore B seja realizada através de um pesquisa binaria.






Apéndice A

Programas C do Capitulo 1

f[nt Max(Vetor A)
int i, Temp;
Temp = A[0];
for (i=1;i < n;i++) {
if (Temp < A[i]) Temp = Ali];

return Temp;
} /* Maz ¥/

Programa A.1: Fungio para obter o maior elemento de um vetor

void MaxMinl(Vetor A, int *Max, int *Min)

{ .
mt 1;
*Max = A[0];
*Min = A[0);

for (i=1;i < nji++) {
if (A[i] > *Max) *Max = Al[i;
if (Ali] < *Min) *Min = A[i];
} /* MazMin1 */

Programa A.2: Implementagio direta para obter o midximo e o minimo

197
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void MaxMin2(Vetor A, int *Max, int *Min)

int i;
*Max = A[0];
*Min = A[0];

for (i=1;i < n; i++) {
if (Afi] > *Max)

*Max = Ali];
else if (A[i] < *Min)
*Min = Ali];

} /* MazMin2 */

Programa A.3: Implementagio melhorada para obter o miximo e o mfnimo

void MaxMin3(Vetor A, int *Max, int *Min)

int i, FimDoAnel;

if (n & 1) > 0) {

Aln] = Afn - 1
FimDoAnel = n;
} else

FimDoAnel = n - 1;
if (A[0] > A[1)) {

*Max = A[0];

*Min = A[1];
} else {

*Max = A[l);

*Min = A[0];
i=3;

while (i <= FimDoAnel) {
Af (Al — 1] > Ali]) {
if (A[i — 1} > *Max)
*Max = Afi — 1];
if (Afi] < *Min)
*Min = Ali);
} else {
if (Afi — 1) < *Min)
*Min = Afi - 1];
if (A[i}] > *Max)
*Max = Ali];

i4=2;
}
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} /* MazMin3 */

Programa A.4: Outra implementagio para obter o maximo e o minimo

void Ordena(Vetor A)

/* ordena o vetor A em ordem ascendente */
int i, j, min, x;

for (i=1;i < n; i++) {
min = i;
for (j =i+ 1;j <= n; j++) {
if (Afj — 1) < A[min - 1))

min = j;
}* troca Afmin] e Afi] */
x = A[min - 1};
A[min — 1) = Afi - 1);
Ali - 1) =x;

} /* Ordena */

Programa A.5: Programa para ordenar

Pesquisa(n);

if(n<=1)
/¥ inspecione elemento e termine */

else {
/* para cada um dos n elementos inspecione elemento */
Pesquisa(n / 3);

Programa A.G6: Algoritmo recursivo

void MaxMin4(int Linf, int Lsup, int *Max, int *Min)
int Max1, Max2, Minl, Min2, Meio;

if (Lsup — Linf <=1) {
if (A[Linf — 1] < A[Lsup — 1)) {
*Max = A[Lsup — 1J;
*Min = A[Linf - 1);
} else {
*Max = A[Linf — 1];
*Min = A[Lsup — 1J;
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}

return;

}
Meio = (Linf + Lsup) / 2;

PROGRAMAS EM C DO CAPITULO 1

MaxMin4(Linf, Meio, &Max1, &Min1);
MaxMin4(Meio + 1, Lsup, &Max2, &Min2);

if (Max1 > Max2)

*Max = Maxl;
else

*Max = Max2;
if (Minl < Min2)

*Min = Minl;
else

*Min = Min2;

} /* MazMing */

Programa A.7: Versio recursiva para obter o mdximo e o mfnimo

#include <stdio.h>

/* copia o arquivo Velho no arquivo Novo */

#define n 15
typedef char alfa[n);

typedef struct {
int dia;
int més;

} data;

typedef struct {
alfa Sobrenome, PrimeiroNome;
data Aniversério; =
enum {
mas, fem
} Sexo;
} Pessoa;

void main()

FILE *Velho, *Novo;
Pessoa Registro;

Novo = fopen("novo.arq","w");

Velho = fopen("velho.arq","r");
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while (fread(&Registro, sizeof(Pessoa), 1, Velho) > 0) {
fwrite(&Registro, sizeof(Pessoa), 1, Novo);

fclose(Velho);
fclose(Novo);

} /% Copia ¥/

Programa A.8: Programa para copiar arquivo






Apéndice B
Programas C do Capitulo 2

#define InicioArranjo 1
#define MaxTam 1000

typedef int Apontador;
typedef struct {
TipoChave Chave;
* — outros componentes — */

} Tipoltem;

typedef struct {
Tipoltem Item[MaxTam];

Apontador Primeiro, I'Jltimo;
} TipoLista;

Programa B.1: Estrutura da lista usando arranjo

void FLVazia(TipoLista *Lista)
Lista—>Primeiro = InicioArranjo;
Lista—>Ultimo = Lista—>Primeiro;

} /* FLVazia */

int Vazia(TipoLista Lista)

return (Lista.Primeiro == Lista.Ultimo);
} /* Vazia ¥/

void Insere(Tipoltem x, TipoLista *Lista)
{

203
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if (Lista—>Ultimo > MaxTam)
printf("Lista est4 cheia\n");
else {

Lista—>Item[Lista—>Ultimo — 1] = x;
Lista—>letimo++;

}
} /* Insere */
void Retira(Apontador p, TipoLista *Lista, Tipoltem *Item)

int Aux;

if (Vazia(*Lista) || p >= Lista—>Ultimo) {
printf(" Erro: Posiglo n#o existe\n");
return;

*Item = Lista—>Item([p — 1];
Lista—>Ultimo——;
for (Aux = p; Aux < Lista—>Ultimo; Aux++)
Lista—>Item[Aux — 1} = Lista—>Item[Aux];
} /¥ Retira */

void Imprime(TipoLista Lista)

int Aux;

for (Aux = Lista.Primeiro — 1; Aux <= (Lista.Ultimo — 2); Aux++)
printf("%12d\n", Lista.Item[Aux].Chave);
} /* Imprime */

Programa B.2: Operagdes sobre listas usando posigées contiguas de meméria

typedef struct Célula_str *Apontador;

typedef struct {

int Chave;

/* outros componentes */
} Tipoltem;

typedef struct Célula str {
Tipoltem Item;
Apontador Prox;

} Célula;

typedef struct {
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Apontador Primeiro, I'Iltimo;
} TipoLista;

Programa B.3: Estrutura da lista usando apontadores

void FLVazia(TipoLista *Lista)

Lista—>Primeiro = (Apontador) malloc(sizeof(Célula));
Lista—>Ultimo = Lista—>Primeiro;
Lista—>Primeiro—>Prox = NULL;

} /* FLVazia */

int Vazia(TipoLista Lista)

return (Lista.Primeiro == Lista.Ultimo);
} /* Vazia ¥/

void Insere(Tipoltem x, TipoLista *Lista)

Lista—> Ultimo—>Prox = (Apontador) malloc(sizeof(Célula)); -
Lista—>Ultimo = Lista—>Ultimo—>Prox;
Lista—>Ultimo—>Item = x;
Lista—> Ultimo—>Prox = NULL;

} /% Insere ¥/

void Retira(Apontador p, TipoLista *Lista, Tipoltem *Item)

/* Obs.: o item a ser retirado € o seguinte ao apontado por p */
Apontador q;

if (Vazia(*Lista) || p == NULL || p—>Prox == NULL) {
printf(" Erro: Lista vazia ou posig3o n¥o existe\n");
return;

q = p—>Prox;
*Item = q—>Item;
p—>Prox = q—>Prox;
if (p—>Prox == NULL)
Lista—>Ultimo = p;
free(q);
} /* Retira */
void Imprime(TipoLista Lista)

Apontador Aux;
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Aux = Lista.Primeiro—>Prox;

while (Aux != NULL) {
printf("%12d\n", Aux—>Item.Chave);
Aux = Aux—->Prox;

}
} /* Imprime */
Programa B.4: Operacdes sobre listas usando apontadores
int Chave; /*variando de 1 a 999 ¥/
int NotaFinal; / * variando de 0 a 10 */
int Opcao[3); /* variando de 1 a 7 */

Programa B.5: Campos do registro de um candidato

/¥ programa Vestibular */
void main()

int Nota;

ordena os registros pelo campo NotaFinal;
for (Nota = 10; Nota >= 0; Nota——)

while houver registro com mesma nota

if existe vaga em um dos cursos de op¢do do candidato {
insere registro no conjunto de aprovados }

else {

insere registro no conjunto de reprovados; }

Imprime aprovados por curso;
imprime reprovados;

}

Programa B.6: Primeiro refinamento do programa Vestibular
/¥ programa Vestibular */
void main()

int Nota;
TipoChave Chave;
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1é ntimero de vagas para cada curso;

inicializa listas de classificagdo, listas de aprovados e lista de reprovados;
1é registro; /* — vide formato no programa B.5 — */

}vhile (Chave != 0)

insere regisiro em uma das listas de classificagdo, conforme nota final;
1€ registro

for (Nota = 10; Nota >= 0; Nota——)
while houver prézimo regisiro com mesma NotaFinal

retira registro da lisla;
if eziste vaga em um dos cursos de opgio do candidato {
insere registro na lista de aprovados
decrementa o nimero de vagas para aquele curso; }
else {
insere registro na lista de reprovados; }
}obtém prézimo registro; '
}
imprime aprovados por curso;
tmprime reprovados;

Programa B.7: Segundo refinamento do programa Vestibular

#define NOpgies 3
#define NCursos 7

typedef int TipoChave;

typedef struct {
TipoChave Chave;
int NotaFinal;
int Opgdo[NOpgées);
} Tipoltem;

typedef struct Célula_str *Apontador;
typedef struct Célula_str {

Tipoltem Item;

Apontador Prox;
} Célula;

typedef struct {
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Apontador Primeiro, Ultimo;
} TipoLista;

Programa B.8: Estrutura da lista

/* — Entram aqui os tipos do programa B.8 — */
/* — Entram aqui os operadores apresentados do programa B.4 — */
void LéRegistro(Tipoltem *Registro)

/¥ — os valores lidos devem estar separados por brancos — */
mt i

scanf("%d %d", &Registro—>Chave, &Registro—>NotaFinal);
for (i = 0; i < NOpgdes; i++) {
scanf("%d", &Registro—>O0pgao[i]);

} /* LéRegistro */
void main()

Tipoltem Registro;
TipoLista Classificagao[11], Aprovados[NCursos], Reprovados;
int Vagas[NCursos], Passou, i, Nota;

for (i = 1;i <= NCursos; i++)
scanf("%d", &Vagas(i — 1]);

for (i=0;i <= 10; i++)
FLVazia(&Classificagdoli]);

for (i = 1; i <= NCursos; 1++)
FLVazia(&Aprovados[i — 1});

FLVazia(&Reprovados);

LéRegistro(&Registro);

while (Registro.Chave != 0) {
Insere(Registro, &Classificagdo[Registro.NotaFinal]);
LéRegistro(&Registro);

for (Nota = 10; Nota >= 0; Nota——) {
while (!Vazia(Classificagio[Nota)])) {
Retira(Classificagio[Nota].Primeiro, &Classificagio[Nota], &Registro);
P21, L
Passou = 0;
while (i <= (NOpgbes & (!Passou))) {
if (Vagas[Registro.Opgdofi — 1] — 1} > 0) {
Insere(Registro, &Aprovados[Registro.Opgao[i ~ 1] — 1]);
Vagas|Registro.Opgaoli — 1] — 1]——;
Passou = 1;

}
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gf ('Passou)
Insere(Registro, &Reprovados);

for (i = 1;i <= NCursos; i++) {

printf(" Relagio dos aprovados no Curso%2d\n",i);
. Imprime(Aprovados[i — 1));
printf(" Relagfo dos reprovados\n");

Imprime(Reprovados);
} /* Vestibular ¥/

Programa B.9: Refinamento final do programa Vestibular

#define MaxTam 1000
typedef int Apontador;
typedef struct {
TipoChave Chave;
/¥ — outros componentes — */
} Tipoltem;
typedef struct {
Tipoltem Item[MaxTam];
Apontador Topo;
} TipoPilha;

Programa B.10: Estrutura da pilha usando arranjo

void FPVazia(TipoPilha *Pilha)

Pilha—>Topo = 0;
} /* FPVazia ¥/

int Vazia(TipoPilha Pilha)

return (Pilha.Topo == 0);
} /* Vazia ¥/

void Empilha(Tipoltem x, TipoPilha *Pilha)

if (Pilha—>Topo == MaxTam)
printf(" Erro: pilha est& cheia\n");



210 PROGRAMAS EM C DO CAPITULO 2

else {
Pilha—>Topo++;
}Pilha—>ltem[Pilha—>Topo -1 =x;
} /* Empilka */

void Desempilha(TipoPilha *Pilha, Tipoltem *Item)

if (Vazia(*Pilha))
printf("* Erro: pilha estd vazia\n");
else {

*Item = Pilha—>Item[Pilha—>Topo — 1];
Pilha~>Topo——;

}
} /* Desempilha */
int Tamanho(TipoPilha Pilha)

return (Pilha.Topo);
} /* Tamanho */

Programa B.11: Operacdes sobre pilhas usando arranjos

typedef struct Célula_str *Apontador;

typedef struct {

int Chave;

/* — outros componentes — */
} Tipoltem;

typedef struct Célula str {
Tipoltem Item;
Apontador Prox;

} Célula;

typedef struct {
Apontador Fundo, Topo;

int Tamanho;
} TipoPilha;

Programa B.12: Estrutura da pilha usando apontadores -

void FPVazia(TipoPilha *Pilha)
Pilha—>Topo = (Apontador) malloc(sizeof(Célula));
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Pilha—>Fundo = Pilha—>Topo;
Pilha—>Topo—->Prox = NULL;
Pilha—>Tamanho = 0;

} /* FPVazia ¥/

int Vazia(TipoPilha Pilha)

return (Pilha.Topo == Pilha.Fundo);
} /* Vazia ¥/

void Empilha(Tipoltem x, TipoPilha *Pilha)
Apontador Aux;

Aux = (Apontador) malloc(sizeof(Célula));
Pilha—>Topo—>Item = x;
Aux—>Prox = Pilha—>Topo;
Pilha—>Topo = Aux;
‘Pilha—>Tamanho++;

} /* Empilha */

void Desempilha(TipoPilha *Pilha, Tipoltem *Item)

Apntador q;

if (Vazia(*Pilha)) {
printf(" Erro: lista vazia\n");
return; '

}
q = Pilha—>Topo;
Pilha—>Topo = q—>Prox;
*Item = q—>Prox—>Item;
free(q); :
Pilha—>Tamanho-—;

} /* Desempilha */

int Tamanho(TipoPilha Pilha)

return (Pilha. Tamanho);
} /* Tamanho */

Programa B.13: Operagdes sobre pilhas usando apontadores

#define MaxTam 70

#define CancelaCarater “#°
#define CancelaLinha “\°
#define SaltaLinha ‘Q°
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#define MarcaEof
typedef char TipoChave;

/* — Entram aqui os tipos do programa B.10 — ¥/

/* — Entram aqui os operadores do programa B.11 — */

/* — Entra aqui o procedimento Imprime do programa B.15 — */
void main()

TipoPilha Pilha;
Tipoltem x;

FPVazia(&Pilha);
x.Chave = getchar();
if (x.Chave == “\n") x.Chave =
while (x.Chave != MarcaEof) {
if (x.Chave == CancelaCarater) {
if (!Vazia(Pilha))
Desempilha(&Pilha, &x);
} else if (x.Chave == CancelaLinha)
FPVazia(&Pilha);
else if (x.Chave == SaltaLinha)
Imprime(&Pilha);
else {
if (Tamanho(Pilha) == MaxTam)
Imprime(&Pilha);
Empilha(x, &Pilha);

x.Chave = getchar();
if (x.Chave == “\n")
x.Chave = " °;

}
if (!Vazia(Pilha))
Imprime(&Pilha);
} /XET ¥

Programa B.14: Implementacio do ET

void Imprime(TipoPilha *Pilha)

TipoPilha Pilhaux;
Tipoltem x;

FPVazia(&Pilhaux);

while (!Vazia(*Pilha)) {
Desempilha(Pilha, &x);
Empilha(x, &Pilhaux);
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while (!Vazia(Pilhaux)) {
Desempilha(&Pilhaux, &x);
putchar(x.Chave);

putchar(“\n");
} /* Imprime ¥/

Programa B.15: Procedimento Imprime utilizado no programa ET

#define MaxTam 1000
typedef int Apontador;
typedef struct {
TipoChave Chave;
/* — outros componentes — */
} Tipoltem;
typedef struct {
Tipoltem Item[MaxTam];
Apontador Frente, Tras;
} TipoFila;

Programa B.16: Estrutura da fila usando arranjo

void FFVazia(TipoFila *Fila)

Fila—>Frente = 1;
Fila—>Tras = Fila—>Frente;

int Vazia(TipoFila Fila)

return (Fila.Frente == Fila.Trés);
} /* Vazia ¥/
void Enfileira(Tipoltem x, TipoFila *Fila)
if (Fila—>Trds % MaxTam + 1 == Fila—>Frente)
printf(" Erro: fila est4 cheia\n");
else {
Fila—>Item([Fila—>Trds — 1] = x;
Fila—>Tras = Fila—>Trdas % MaxTam + 1;
}
} /* Enfileira */

void Desenfileira(TipoFila *Fila, Tipoltem *Item)
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{
if (Vazia(*Fila)) ~
printf(* Brro: fila est4 vazia\n");
else {

*Item = Fila—>Item([Fila—>Frente — 1J;
Fila~>Frente = Fila—>Frente % MaxTam + 1;

} }/* Desenfileira */

Programa B.17: Operagdes sobre filas usando posices contiguas de meméria

typedef struct Célula_str *Apontador;

typedef struct Tipoltem {
TipoChave Chave;

/* — outros componentes — */

} Tipoltem;

typedef struct Célula str {
Tipoltem Item;
Apontador Prox;

} Célula;

typedef struct TipoFila {
Apontador Frente, Trés;

} TipoFila;

Programa B.18: Estrutura da fila usando apontadores

void FFVazia(TipoFila *Fila)

Fila—>Frente = (Apontador) malloc(sizeof(Célula));
Fila—>Tras = Fila—>Frente;
Fila—>Frente~>Prox = NULL;

} /* FFVazia ¥/ .

int Vazia(TipoFila Fila)

return (Fila.Frehte == Fila.Trés);

} /* Vezia ¥/
void Enfileira(Tipoltem x, Tip(->Fi]a *Fila)
Fila—>Tras—>Prox = (Apontador) malloc(sizeof(Célula));

Fila—>Tras = Fila—>Trds—>Prox;
Fila—>Tras—>Item = x;



PROGRAMAS EM C DO CAPITULO 2

Fila—>Trds—>Prox = NULL;

} /* Enfileira ¥/ :

void Desenfileira(TipoFila *Fila, Tipoltem *Item)
Apontador q;

if (Vazia(*Fila)) {
printf(* Erro: fila estd vazia\n");
return;

q = Fila—>Frente;
Fila—>Frente = Fila—>Frente—>Prox;
*Item = Fila—>Frente—>Item;

free(q);
} /* Desenfileira */

Programa B.19: Operagdes sobre filas usando apontadores
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Apéndice C

Programas C do Capitulo 3

typedef struct {

ChaveTipo Chave;

/* — outros componentes — */
} Item;

Programa C.1: Estrutura de um item do arquivo

typedef Item Vetor(n + 1};
Vetor A;

Programa C.2: Tipos utilizados na implementagio dos algoritmos

‘\{roid Sele¢do(Vetor A)

Indice i, j, Min;
Item x;
for i=1;i < n;i++) {
Min = i;
for (j =i+ 1;j <= n; j++) {
if (A[j].Chave < A[Min].Chave)
Min = j;
}
x = A[Min]; A[Min] = A[i}; Ai] = x;
} /* Selegio */

Programa C.3: Ordenagdo por selegio
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void Insergdo(Vetor A)

Indice i, J;
Item x;
for (i = 2;i <= n;i++) {
x= Alll,
j=i-1
A[0] = x; /* sentinela *
while (x.Chave < A[j].Chave) {
Ali + 1) = A[i);
J——

A + 1} =x;
} /* Insergio ¥/

Programa C.4: Ordenagdo por insergio

void Shellsort(Vetor A)

int i, j, h;
Item x;
h=1;
do {
h=h*3+1;
} while (h <= n);
do
h /=3;
for (i=h + 1;i <= n; i++) {
X = A[i]
i=
whlle A[j — h).Chave > x.Chave) {
Al] = A - h];
1f0 <= h)
goto LABEL;
LABEL:
Afll = x;

}} while (b != 1); /* Shellsort ¥/

Programa C.5: Algoritmo Shellsort
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void Partigio(Vetor A, Indice Esq, Indice Dir, Indice *i, Indice *j)
Item x, w;

*i = Esq;
*j = Dir;
x=A[(* i+ *)/2); /*obtém o pivé z ¥/
do
while (A[*i].Chave < x.Chave)
(*i)++;
wl:ile (A[*j]).Chave > x.Chave)

)——;
if (4 <= %) {
w = A[*];
AfY] = A[%);
A%l = w;
E*%‘H-;
)=
} while (*i <= *%j); /* Partigio */

Programa C.6: Fungio Partigido

/* — Entra aqui a fungdo Partigdo (Programa C.6) — */
void Ordena(Vetor A, Indice Esq, Indice Dir)
{

Indice i, j;

?arti;io(A_, Esq, Dir, &i, &j);

if (Esq < j) ,

Ordena(A, Esq, j);
if (i < Dir)
Ordena(A, i, Dir);
} /* Ordena */
void Quicksort(Vetor A)

 Ordena(A, 1, n);
} /* Quicksort */

Programa C.7: Fungio Quicksort

void Refa.z(indice Esq, Indice Dir, Vetor A)
{ .
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Indice i
int j;
Item x;

if (A[j].Chave < A[j + 1].Chave)
i+

if (x.Chave >= A[j].Chave)

oto LABEL;
Ali] = Afj];

void Constréi(Vetor A)

{

Indice Esq;

Esq=n/2+1;
while (Esq > 1) {
Esq~—;
Refaz(Esq, n, A);
} /* Constréi */

Programa C.8: Fungio para construir o heap

/* Entra aqui a fungdo Refaz do programa C.8 */
void Heapsort(Vetor A)

Indice Esq, Dir;
Item x;

/¥ constrdi o heap */
Esq=n/2+1;

Dir = n;

while (Esq > 1) {

q—=
Refaz(Esq, Dir, A);
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/* ordena o vetor */
while (Dir > 1) {
x = A[l};
A[1] = A[Dir);
A[Dir] = x;
Dir——;

Refaz(Esq, Dir, A);
} /* Heapsort */

Programa C.9: Fungio Heapsort






Apéndice D

Programas C do Capitulo 4

#define Maxn 1000

typedef struct {
TipoChave Chave;
/ ¥outros camponentes*/

} Registro;
typedef int Indice;

typedef struct {
Registro Item{Maxn + 1]J;

Indice n;
} Tabela;

Programa D.1: Estrutura do tipo diciondrio implementado como arranjo

void Inicializa(Tabela *T)
T->n = 0;

} /* Inicializa */

indice Pesquisa(TipoChave x, Tabela *T)
int i;
T—>Item[0].Chave = x;
i=T->n+1;
do {

1——:
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} while (T—>Item(i].Chave != x);
return i;
} /¥ Pesquisa */

void Insere(Registro reg, Tabela *T)

if (T—>n == Maxn)

printf("Erro: tabela cheia\n");
else {

T—>n++4;

T—>Item[T—>n] = reg;

} /* Insere */

Programa D.2: Implementacdo das operagdes usando arranjo

Indice Binaria(TipoChave x, Tabela *T)
{

Indice i, Esq, Dir;

Esq = 1;
Dir = T—>n;
do {

i = (Esq + Dir) / 2;
if (x > T—>Item[i].Chave)

Esq=1i+1;
else
Dir=1 - 1;

} while (x != T—>Item[i].Chave && Esq <= Dir);
if (x == T->Itemli].Chave)
return i;
else
return 0;
} /* Bindria */

Programa D.3: Pesquisa bindria

typedef struct {
TipoChave Chave;
/¥ outros componentes */

} Registro;
typedef struct Nodo_str *Apontador;

typedef struct Nodo str {
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Registro Reg;
Apontador Esq, Dir;
} Nodo;

typedef Apontador TipoDiciondrio;

Programa D.4: Estrutura do diciondrio

void Pesquisa(Registro *x, Apontador *p)

if (*p == NULL) {
printf("Erro : Registro nfo esta presente na &rvore\n");
return;

}

if (x—>Chave < (*p)—>Reg.Chave) {
Pesquisa(x, &(*p)—>Esq);
return;

}
if (x—>Chave > (*p)—>Reg.Chave)
Pesquisa(x, &(*p)—>Dir);
else
*x = (*p)—>Reg;
} /* Pesquisa */

Programa D.5: Func¢io para pesquisar na arvore

void Insere(Registro x, Apontador *p)

{
if (*p == NULL) {
*p = (Apontador) malloc(sizeof(Nodo));

(*p)->Reg = x;

g*p —>Esq = NULL;
*p)—>Dir = NULL;
return;

}

if (x.Chave < (*p)—>Reg.Chave) {
Insere(x, &(*p)—>Esq);
return;

}
if (x.Chave > (*p)—>Reg.Chave)
Insere(x, &(*p)—>Dir);
se
printf(* Erro : Registro j4 existe na &rvore\n");
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} /* Insere ¥/

Programa D.6: Fungdo para inserir na 4rvore

void Inicializa(TipoDicionario *Dicionério)

*Dicionario = NULL;
} /* Inicializa */

Programa D.7: Fungio para inicializar

typedef int TipoChave;

/* — Entra aqui a definigdo dos tipos do Programa D.4 — */
/* — Entram aqui os Programas D.7 e D.6 — */

void main()

TipoDicionério Dicionario;
Registro x;

Inicializa(&Diciondrio);
scanf("%d", &x.Chave);
while (x.Chave > 0) {
Insere(x, &Dicionério);
}scanf("'/.d", &x.Chave);
}

Programa D.8: Programa para criar a drvore

void Antecessor(Apontador q, Apontador *r)

if ((*r)->Dir != NULL) {
Antecessor(q, &(*r)—>Dir);
return;

q—>Reg = (*r)—>Reg;
= *n,
*r = (*r)—>Esq;
free(q);
} /* Antecessor ¥/

void Retira(Registro x, Apontador *p)
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Apontador Aux;

if (*p == NULL) { :
printf("Erro : Registro nfo estd na arvore\n");
return; v

}

if (x.Chave < (*p)—>Reg.Chave) {
Retira(x, &(*p)—>Esq);
return;

)}
if (x.Chave > (*p)—>Reg.Chave) {
Retira(x, &(*p)—>Dir);

return;

l}f((*p)—>Dir == NULL) {
Aux = *p;
*p = (*p)—>Esq;
free(Aux);
return;

}

if ((*p)—>Esq != NULL) {
Antecessor(*p, &(*p)—>Esq);
return;

Aux = *p;
*p = (*p)—>Dir;
free(Aux);

} /* Retira */

Programa D.9: Fungdes para retirar x da drvore

void Central(Apontador p)

if (p = NULL) {
Central(p—>Esq);
printf("%12d\n", p—>Reg.Chave);
Central(p—>Dir);

} /* Central */

Programa D.10: Caminhamento central

typedef struct {
TipoChave Chave;
[ * outros componentes */
} Registro;
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typedef enum {
Vertical, Horizontal
} Inclinagéo;

typedef struct Nodo_est {
Registro Reg;
struct Nodo_est *Esq, *Dir;
Inclinagdo BitE, BitD;

} Nodo;

Programa D.11: Estrutura do dicionirio para drvores SBB

void EE(Nodo **Ap)
Nodo *Apl;

Apl = (*Ap)->Esq;
(*Ap)—>Esq = Apl—>Dir;
.Apl—=>Dir = *Ap;
Apl—>BitE = Vertical;
(*Ap)—>BitE = Vertical;
*Ap = Apl;
} /* EE ¥/

void ED(Nodo **Ap)
Nodo *Apl, *Ap?;

Apl = (*Ap)—->Esq;
Ap2 = Apl->Dir;
Apl->BitD = Vertical;
(*Ap)—>BitE = Vertical;
Apl—>Dir = Ap2—>Esq;
Ap2->Esq = Apl;
(*Ap)->Esq = Ap2—>Dir;
Ap2—->Dir = *Ap;
*Ap = Ap2;

} /*ED ¥

void DD(Nodo **Ap)
Nodo *Apl;
Apl = (*Ap)->Dir;
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(*Ap)->Dir = Apl->Esq;
Apl—>Esq = *Ap;
Apl—>BitD = Vertical;
(*Ap)—>BitD = Vertical;
*Ap = Apl;

} /*DD ¥/

void DE(Nodo **Ap)
Nodo *Apl, *Ap2;

Apl = (*Ap)->Dir;
Ap2 = Apl->Esq;
Apl->BitE = Vertical;
(*Ap)—>BitD = Vertical;
Apl->Esq = Ap2->Dir;
Ap2->Dir = Apl;
(*Ap)->Dir = Ap2—->Esq;
Ap2—->Esq = *Ap;
*Ap = Ap2;

} /*DE*¥

Programa D.12: Procedimentos auxiliares para drvores SBB

void IInsere(Registro x, Nodo **Ap, Inclinagio *IAp, int *Fim)

if (*Ap == NULL) {
*Ap = (Nodo *)malloc(sizeof(Nodo));
*TAp = Horizontal;
*Ap)—>Reg = x;
*Ap)—>BitE = Vertical;
*Ap)—>BitD = Vertical;
(*Ap)—>Esq = NULL;
&*Ap)—>Dir = NULL;
Fim = 0;
return;

}
if (x.Chave < (*Ap)—>Reg.Chave) {

IInsere(x, &(*Ap)—>Esq, &(*Ap)—>BitE, Fim);

if (*Fim)
return;

if ((*Ap)—>BitE != Horizontal) {
*Fim = 1;
return;

}
if ((*Ap)—>Esq—>BitE == Horizontal) {
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EE(Ap);
*[Ap = Horizontal;
return; .

}

if ((*Ap)—>Esq—>BitD == Horizontal) {
ED(Ap);
*[Ap = Horizontal;

return;

}

if (x.Chave <= (*Ap)—>Reg.Chave) {
printf("Erro: Chave j4 est4 na arvore\n");
*Fim = 1;
return;

}
IInsere(x, &(*Ap)—>Dir, &(*Ap)—>BitD, Fim);
if (*Fim) '
return,
if ((*Ap)—>BitD != Horizontal) {
*Fim = 1;
return;
}
if ((*Ap)—>Dir—>BitD == Horizontal) {
DD(Ap);

*IAp = Horizontal;
return;

}

if ((*Ap)->Dir—>BitE == Horizontal) {
DE(Ap);
*[Ap = Horizontal;

}
} /* Ilnsere */

void Insere(Registro x, Nodo **Ap)

int Fim;
Inclinagdo IAp;

IInsere(x, Ap, &IAp, &Fim);
} /* Insere */

Programa D.13: Procedimento para inserir na drvore SBB

void Inicializa(Nodo **Diciondrio)

*Dicionario = NULL;
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} /* Inicializa */

Programa D.14: Procedimento para inicializa a 4rvore SBB

void EsqCurto(Nodo **Ap, int *Fim) A
{ /*Folka esquerda retirade => drvore curta na altura esquerda®/
Nodo *Apl;

if ((*Ap)—>BitE == Horizontal) {
(*Ap)—>BitE = Vertical;
*Fim = 1;
return;

}
if ((*Ap)—>BitD == Horizontal) {
Apl = (*Ap)—>Dir;
(*Ap)—>Dir = Apl->Esq;
Apl—>Esq = *Ap;
*Ap = Apl;
if ((*Ap)—>Esq—>Dir—>BitE == Horizontal) {
DE(&(*Ap)—>Esq);
(*Ap)—>BitE = Vertical;
} else if ((*Ap)—>Esq—>Dir—>BitD == Horizontal) {
DD(&(*Ap)—>Esq);
(*Ap)—>BitE = Vertical;

*Fim = 1;
return;

} .

(*Ap)—>BitD = Horizontal;

if ((*Ap)~>Dir—>BitE == Horizontal) {
DE(Ap);
*Fim = 1;
return;

}

if ((*Ap)—>Dir—>BitD == Horizontal) {
DD(Ap);
*Fim = 1;

}
} /* EsqCurto ¥/
void DirCurto(Nodo **Ap, int *Fim)

{ /*Folha direita retirada => drvore curta na allura direita*/
Nodo *Apl;

if ((*Ap)—>BitD == Horizontal) {
& Ap)—>BitD = Vertical;
Fim = 1;
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return,

gf((*Ap)->BitE == Horizontal) {

Apl = (*Ap)—>Esq;

(*Ap)->Esq = Apl->Dir;

Apl->Dir = *Ap;

*Ap = Apl;

if ((*Ap)—>Dir—>Esq—>BitD == Horizontal) {
ED(&(*Ap)—>Dir);
(*Ap)—>BitD = Vertical;

} else if ((*Ap)— >D1r—>Esq >B1tE = Horizontal) {
EE(&(*Ap)~>Dir);
(*Ap)—>BitD = Vertical;

*Fim = 1;
return;

}

(*Ap)—>BitE = Horizontal;

if ((*Ap)—>Esq—>BitD == Horizontal) {
ED(Ap);
*Fim = 1;
return;

}

if ((*Ap)—>Esq—>BitE == Horizontal) {
EE(Ap);
*Fim = 1;

}
} /* DirCurto */
void Antecessor(Nodo *q, Nodo **r, int *Fim)

{

_if ((*r)—>Dir != NULL) {
Antecessor(q, &(*r)~>Dir, Fim);
if (1*Fim)

DirCurto(r, Fim);
return;

}

q->Reg = (*r)—>Reg;
1':

*r = (*r)—>Esq;

free(q);
if (*r != NULL)
*Fim = 1;

} /* Antecessor */

void IRetira(Registro x, Nodo **Ap, int *Fim)
{ /* Retira */
Nodo *Aux;



PROGRAMAS EM C DO CAPITULO 4

if (*Ap == NULL) {
printf(“Chave nfo est& na arvore\n");
*Fim = 1;
return;

} .
if (x.Chave < (*Ap)—>Reg.Chave) {
IRetira(x, &(*Ap)->Esq, Fim);
if (*Fim)
EsqCurto(Ap, Fim);
return;

}
if (x.Chave > (*Ap)—>Reg.Chave) {
- IRetira(x, &(*Ap)—>Dir, Fim);
if (*Fim)
DirCurto(Ap, Fim);
return;

*Fim = 0;
Aux = *Ap;
if (Aux—>Dir == NULL) {
*Ap = Aux—>Esq;
if (*Ap != NULL)
*Fim = 1;
return;

}
if (Aux—>Esq == NULL) {
*Ap = Aux—>Dir;
if (*Ap != NULL)
*Fim = 1;
return;

}
Antecessor(Aux, &Aux—>Esq, Fim);
if (1*Fim)
EsqCurto(Ap, Fim);
/* Encontrou chave */
} /* IRetira */
void Retira(Registro x, Nodo **Ap)
int Fim;

IRetira(x, Ap, &Fim);
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} /* Retira */

Programa D.15: Procedimento para retirar da irvore SBB

#tdefine D “no. de bits de cada chave” /* depende de ChaveTipo */
typedef “a definir, dependendo da aplicagib” ChaveTipo;
typedef int IndexAmp;

typedef enum {
Interno, Externo
} NodoTipo;

typedef struct PatNodo str *Arvore;

typedef struct PatNodo_str {
NodoTipo nt;
union
struct {
IndexAmp Index;

Arvore Esq, Dir;
} Uo;
ChaveTipo Chave;
} UU; ‘
} PatNodo;

typedef int Dib;

Programa D.16: Estrutura de dados

Dib Bit(IndexAmp i, ChaveTipo k)
/* Retorna o i—ésimo bit da chave k a partir da esquerda */

if (i == 0)
return 0;
else
return ((k >> (i — 1)) & 1);
} /* Bit *}

int EData(Arvore p)

/* Verifica se p“e nodo externo */
return (p—>nt == Externo);
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} /* EData */

Programa D.17: Funcdes auxiliares

void CrieNodos(ChaveTipo k, ChaveTipo ka, int i, Arvore *v, in t *h)

/* O nodo interno contém o valor do indice do bit em que as chaves
k e ka diferem. O nodo externo conterd a chave k a ser inserida.
O enderego do nodo interno retorna em v; h indica se a insergdo
Jd foi feita */

Arvore p, q;

int b;

b=1;
while (b && i <= D) {
if (Bit(i, k) == Bit(i, ka))
i++;
else
b=0;

} o

if i > D) {
*h =1; /*kjd se encontra na drvore */
return;

}
*h = 0;
p= (.A.rvore) malloc(sizeof(PatNodo));
q = (Arvore) malloc(sizeof(PatNodo));
p—>nt = Interno;
p—>UU.U0.Index = i;
if (Bit(i, k) == 0)
p—>UU.U0.Esq = q;
else
p—>UU.U0.Dir = q;
q—>nt = Externo;
q—>UU.Chave = k;

v =Dp;
} /* CrieNodos */

Programa D.18: Fungio CrieNodos

void Pesquise(ChaveTipo k, Arvore t)

if (EData(t)) {
if (k == t—=>UU.Chave)
printf("Elemento encontrado\n");
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else
printf("Elemento n&o encontrado\n");
return;

}
if (Bit(t~>UU.U0.Index, k) == 0)
Pesquise(k, t—>UU.U0.Esq);
else
Pesquise(k, t—>UU.U0.Dir);
} /* Pesquise */

Programa D.19: Algoritmo de pesquisa

void Inicialize(Arvore *r)
{
Arvore WITH;

*r = (Arvore) malloc(sizeof(PatNodo));
WITH = *r;
WITH->UU.U0.Index = 0;
WITH->UU.U0.Esq = NULL;

} /¥ Inicialize */

Programa D.20: Inicializagio da 4rvore

void Insira(ChaveTipo k, Arvore *t, Arvore *u, int i, int *h)

Arvore WITH;

if (*¢t == NULL) { /* insere a primeira chave */
*h =1
*t = (Arvore) malloc(sizeof{ PatNodo));
WITH = *t;.
WITH->nt = Externo;
WITH->UU.Chave = k;

return;

}

if (EData(*t)) {
CrieNodos(k, (*t)—>UU.Chave, i + 1, u, h);
return;

}

if ((*t)—->UU.U0.Index == i + 1)
i++;

if (Bit((*t)->UU.U0.Index, k) == 0) {

Insira(k, &(*t)—>UU.U0.Esq, u, i, h);
if (*h),.
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return;
if ((*t)->UU.U0.Index >= (*u)—>UU.U0.Index) /* insere nodos */
return;
"'h =1;
g‘ it((*u)->UU.U0.Index, k) == 0)
u)—>UU.U0.Dir = (*t)—>UU.U0.Esq;
else
(*u)—>UU.U0.Esq = (*t)— >UU U0.Esq;
(*t)->UU.U0.Esq = *u;
return; v

} .
Insira(k, &(*t)—>UU.U0.Dir, u, i, h);
if (*h)
return;
if ((*t)->UU.U0.Index >= (*u)—>UU.U0.Index)
return;

}
Insira(k, &(*t)—>UU.U0.Dir, u, i, h);
if (*h)
return;
if ((*¢)—->UU.U0.Index >= (*u)—>UU.U0.Index)

if Blt((*u) >UU.U0.Index, k) == 0)
(*u)->UU.U0.Dir = (*t)—>UU.U0.Dir;
else
(*u)->UU.U0.Esq = (*t)->UU.U0.Dir;
(*t)=>UU.U0.Dir = *u;
} /¥ Insira ¥/

Programa D.21: Algoritmo de insercdo

typedef char TipoChave[n+1];
typedef int Indice;
Indice h(TipoChave Chave)

int i, Soma;

Soma =

for(x_O i <njit++)

Soma += Chave[l],
return (Soma % M);
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AN

Programa D.22: Implementagio de funcio de transformacio

typedef char TipoChave[n+1];

typedef struct {

TipoChave Chave;

/¥ — outros componentes — */
} Tipoltem;

typedef struct Célula str *Apontador;

typedef struct Célula str {
Tipoltem Item;
Apontador Prox;

} Célula;

typedef struct {

Apontador Primeiro, Ultimo;
} TipoLista;

typedef TipoLista TipoDicionario[M];

Programa D.23: Estrutura do diciondrio para listas encadeadas

void Inicializa(TipoDicionario T)
int i;
for(10;i<M;i++)

FLVazia(&T[i]);
} /* Inicializa */

Apontador Pesquisa(TipoChave Ch, TipoDicionério T)

/* Obs.: Apontador de retorno aponta para o ilem anterior da lista */
Indice i;
Apontador p;

1= h(Ch);
if (Vazia(T[i]))

return NULL;. /* Pesquisa sem sucesso */
else {

p = T[i).Primeiro;

while (p—>Prox—>Prox != NULL &&
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strnemp(Ch, p—>Prox—>Item.Chave, sizeof(TipoChave)))

p = p—>Prox;

if (!strnemp(Ch, p—~>Prox—>Item.Chave, sizeof(TipoChave)))
return p;

else
return NULL;

} /* Pesquisa sem sucesso */
} /* Pesquisa */

void Insere(Tipoltem x, TipoDiciondrio T)
if (Pesquisa(x.Chave, T) == NULL)
Ins(x, &T{h(x.Chave)});
else
printf(" Registro j4 est4 presente\n");
} /* Insere */ _
void Retira(Tipoltem x, TipoDicionério T)
Apontador p;

p = Pesquisa(x.Chave, T);

if (p == NULL)
printf(" Registro nfo ests presente\n");
else

Ret(p, &T[h(x.Chave))], &x);
} /* Retira ¥/

Programa D.24: Operagdes do diciondrio usando listas encadeadas
#define Vazio " "
#define Retirado Pk ok ok Rk k!
typedef int Apontador;
typedef char TipoChave[n + 1];
typedef struct {
TipoChave Chave;

/* — outros componentes — */
} Tipoltem;
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typedef Tipoltem TipoDicionario[M];

Programa D.25: Estrutura do diciondrio usando open addressing

void Inicializa(TipoDicionario T)
int i;

for (i=0;i < M;i++)
strepy(T[i].Chave, Vazio);
} /* Inicializa */

Apontador Pesquisa(TipoChave Ch, TipoDiciondrio T)
int i, Inicial;

Inicial = h(Ch);
i=0;
while ( (strncmp(T{(Inicial+i) % M].Chave, Vazio, sizeof(TipoChave)))
&& (strnemp(T((Inicial + i) % M].Chave, Ch, sizeof(TipoChave)))
&& (i < M) ) i++;
if (Istrnemp(T[(Inicial + i) % M].Chave, Ch, sizeof(TipoChave) )) {
return ((Inicial + i) % M);
} else
return M; /* Pesquisa sem sucesso */
} /* Pesquisa */

void Insere(Tipoltem x, TipoDicionario T)
int i, Inicial;

Inicial = h(x.Chave);
i=0;
while ( (strnemp(T{(Inicial+i) % M].Chave, Vazio, sizeof(TipoChave)))
&& (strnemp(T((Inicial+i) % M].Chave, Retlrado, sizeof(TipoChave)))
&& (i < M)) it++;
if(i<M){
T[(Inicial + i) % M] = x;
else
printf(" Tabela cheia\n");
} /* Insere ¥/

\{roid Retira(TipoChave Ch, TipoDicionario T)
Indice i;
i = Pesquisa(Ch, T);
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if(i<M)
memcpy(T[i).Chave, Retirado, sizeof(TipoChave)); -
else

printf("Registro n%o estd presente\n");
} /% Retira ¥/

Programa D.26: Operagdes do diciondrio usando open addressing






Apéndice E

Programas C do Capitulo 5

#define TamanhodaPagina 512
#tdefine ItensPorPagina 64 /* TamanhodaPdgina/ Tamanholtem */

typedef struct {

TipoChave Chave;

/* — outros componentes — */
} Registro;

typedef struct {

int p;

int b; /* variando de 1 até IlensPorPdgina */
} Endere¢oTipo;

typedef struct {
Registro Reg;
Endere¢oTipo Esq, Dir;
} ItemTipo;

typedef ItemTipo PédginaTipo[ItensPorPéiginal;
Programa E.1: Estrutura.de dados para o sistema de paginagio
typedef union {
PaginaTipoA Pa;
PaginaTipoB Pb;
PaginaTipoC Pc;
} PéaginaTipo;

Programa E.2: Diferentes tipos de piginas para o sistema de paginagio
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typedef struct {

TipoChave Chave;

/¥ — outros componentes — */
} Registro;

typedef struct Pégina str *Apontador;

typedef struct Pégina str {
int n;
Registro r{mm];
Apontador p[mm + 1J;

} Pégina;

typedef Apontador TipoDicionério;

Programa E.3: Estrutura do diciondrio para drvore B

void Inicializa(TipoDicionério *Diciondrio)

*Dicionario = NULL;
} /* Inicializa */

Programa E.4: Fungio para inicializar uma 4vore B

void Pesquisa(Registro *x, Apontador Ap)

int i;

if (Ap == NULL) { .
printf("Exro: Registro nio esti presente na irvore\n");
return;

1=1;

while (i < Ap—>n && x—>Chave > Ap—>r[i — 1].Chave)
i++;

if (x—>Chave == Ap—>r1{i — 1].Chave) {
*x = Ap—>1fi — 1]; '
return;

}

if (x—>Chave < Ap—>r(i — 1].Chave)
Pesquisa(x, Ap~>pli — 1]);

else :
Pesquisa(x, Ap—>pli]);
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} /* Pesquisa ¥/

Programa E.5: Funcgio para pesquisar na dvore B

- void Ins(Registro Reg, Apontador Ap, int *Cresceu,
Registro *RegRetorno, Apontador *ApRetorno)
{

int i;

if (Ap == NULL) {
*Cresceu = 1;
Atribui Reg a RegRetorno; Atribui null a ApRetorno;
return;

}

i=1;

while (i < Ap—>n && x.Chave > Ap—>r[i — 1].Chave) {
i++;

if (x.Chave == Ap—>r[i — 1].Chave)

printf("Exrro: Registro j& estd presente na &rvore\n");
else if (x.Chave < Ap—>rfi — 1].Chave) {

Ins(x, Ap—>p[i — 1], Cresceu, RegRetorno, ApRetorno);

se
Ins(x, Ap—>pli], Cresceu, RegRetorno, ApRetorno);

if (*Cresceu) {
if (Nimero de registros em Ap) < mm
Insere na pagina Ap e *Cresceu = 0;

/¥ Overflow: pdgina tem que ser dividida */

Cria nova pégina ApTemp;

Transfere metade dos registros de Ap para ApTemp;
Atribui registro do meio a RegRetorno;

Atribui ApTemp a ApRetorno;

} /*Ins ¥/
void Insere(Registro Reg, Apontador *Ap)

Ins(Reg, *Ap, &Cresceu, &RegRetorno, &ApRetorno);

if (Cresceu) {
Cria nova pagina raiz para RegRetorno e ApRetorno;
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} /* Insere ¥/

Programa E.8: Primeiro refinamento do algoritmo Insere na drvore B

void InsereNaPégina(Apontador Ap, Registro Reg, Apontador ApDir)
{

int k;

int NaoAchouPosigao;

k = Ap—>n;
NaoAchouPosi¢ao = k > 0;
while (NdoAchouPosi¢ao) {
if (Reg.Chave >= Ap—>r1[k — 1]).Chave) {
N3oAchouPosigao = 0;
break;

} _
Ap->rk] = Ap—>rlk - 1];
Ap—>plk + 1] = Ap- >plk];
if (k<1)
NaoAchouPosigao = 0;

}
Ap—>rlk] = Reg;
Ap->plk + 1] = ApDir;
Ap->n++;

} /* InsereNaPdgina */

Programa. ET: Funcédo InsereNaPéagina

void Ins(Registro Reg, Apontador Ap, int *Cresceu,
Registro *RegRetorno, Apontador *ApRetorno)

Apontador ApTemp;
int i, j;

if(Ap == NULL) { )
*Cresceu = 1;
*RegRetorno = Reg;
*ApRetorno = NULL;
return;
}
i=1;
while (i < Ap—>n && Reg.Chave > Ap—>r[1 — 1).Chave)
i++;
if (Reg.Chave == Ap—>r[i — 1].Chave) {
printf(" Erro: Registro j4 estd presente\n");
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*Cresceu = 0;
return;

} ,
if (Reg.Chave < Ap—>r[i — 1].Chave)
Ins(Reg, Ap—>pli — 1], Cresceu, RegRetorno, ApRetorno);

se
Ins(Reg, Ap—>pli], Cresceu, RegRetorno, ApRetorno);
if (1*Cresceu)
return;
if (Ap—>n < mm)
{ /* Pdgina tem espago */
InsereNaPigina(Ap, *RegRetorno, *ApRetorno);
*Cresceu = 0;
return;

/* Overflow: Pdgina tem que ser dividida */
ApTemp = (Apontador) malloc(sizeof(Pagina));
ApTemp—>n = 0;
ApTemp—>p[0] = NULL;
if(i<=m+1){
InsereNaPdgina(ApTemp, Ap—>r[mm — 1], Ap~>p[mm]);
Ap—>n——; '
InsereNaPagina(Ap, *RegRetorno, *ApRetorno);
} else {
InsereNaPagina(ApTemp, *RegRetorno, *ApRetorno);

for(j =m+ 2;j <= mm;j++)
InsereNaPagina(ApTemp, Ap—>t[j — 1], Ap—~>p[j));
Ap—>n = m;
ApTemp~->p[0] = Ap—>p[m + 1);
*RegRetorno = Ap—>1[mj;
*ApRetorno = ApTemp;
} /*Ins ¥/

void Insere(Registro Reg, Apontador *Ap)
int Cresceu; '
Registro RegRetorno;
Apontador ApRetorno;
Apontador ApTemp;

Ins(Reg, *Ap, &Cresceu, &RegRetorno, &ApRetorno);

if (Cresceu) { /* Arvore cresce na altura pela raiz */
ApTemp = (Apontador) malloc(sizeof(Pégina));
ApTemp—>n = 1;
ApTemp—>r[0] = RegRetorno;
ApTemp—>p[1] = ApRetorno;
ApTemp—>p[0] = *Ap;
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*Ap = ApTemp;
} /* Insere ¥/

Programa E.8: Refinamento final do algoritmo Insere

void Reconstitui(Apontador ApPag, Apontador ApPai, int PosPai,
int *Diminuiu)

Apontador Aux;
int DispAux, j;

if (PosPai < ApPai—>n) { /* Auz = Pdgina a direita de ApPag */
Aux = ApPai—>p[PosPai + 1];
DispAux = (Aux->n —m+ 1) / 2;
ApPag—>r[ApPag—>n) = ApPa1—>r[PosPa1],
ApPag—>p[ApPag—>n + 1] = Aux—>p[0);
ApPag—>n++;
if (DlspAux > 0) { /* Existe folga: transfere de Auz para ApPag */
for (j = 1; j < DispAux; j++)
InsereNaPagma(ApPag, Aux—>r[j — 1], Aux—>plj});
ApPai—>r[PosPai] = Aux—>r[DispAux — 1};
Aux—>n —= DispAux;
for (j = 0;j < Aux—>n; j++)
Aux—>r[1] Aux->r[j + DispAux];
for (j = 0;j <= Aux—>n; j++)
Aux—>p[)] Aux—>p[1 + DispAux];
*Diminuiu = 0;
}else { /* Fuséo: intercala Auz em ApPag ¢ libera Auz */
for (i = 1;j <= m; j++)
InsereNaPagma(ApPag, Aux—>rfj - 1], Aux—>p[j]);
free(Aux);
for (j = PosPai + 1;j < ApPai—>n; j++) {
ApPai—>1[j — 1) = ApPai—>r(j);
ApPai—>p(j] = ApPai~>p[j + 1];

ApPai—>n——;
if (ApPai—->n >=m)
*Diminuiu = 0;

}
} else { /* Auz = Pdgina a esquerda de ApPag */
Aux = ApPai—->p[PosPai - 1J;
DispAux = (Aux—>n -m+1)/2
for (j = ApPag—>n;j>=1;j—=) {
ApPag—>r[j] = ApPag-— >r[) -1];

ApPag~>r{[0] = ApPai—>r[PosPai - 1];
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for (j = ApPag—>n;j >= 0; j——%{
ApPag—>p[j + 1] = ApPag—>plj];

ApPag—>n++;
if (DispAux > 0) { /* Exriste folga: transfere de Auz para ApPag */°
for (j = 1; j < DispAux; j++)
InsereNaPagina(ApPag, Aux—>r[Aux—>n - j},
Aux—->p[Aux—>n - j + 1]);
ApPag—>p(0 T Aux—>p[Aux—>n — DispAux + 1],
ApPai—>r[PosPai ~ 1] = Aux—>r[Aux—>n — DispAux];
Aux—>n —= DispAux; :
*Diminuiu = 0;
}else{ /* Fusdo: intercala ApPag em Auz e libera ApPag */
for (j = 1;j <= m;j++)
InsereNaPagma(Aux, ApPag->r[j — 1], ApPag—>p[j});
free(ApPag);
ApPaj->n—-;
if (ApPai—>n >= m)
*Diminuiu = 0;

} /* Reconstitui */
void Antecessor(Apontador Ap, int Ind, Apontador ApPai, int *Diminuiu)

if (ApPai—>p[ApPai—>n] != NULL) {
Antecessor(Ap, Ind, ApPai~>p[ApPai—>n], Diminuiu);
if (*Diminuiu)
Reconstitui(ApPai—>p[ApPai—>n], ApPai, ApPai—>n, Diminuiu);
return;

}
Ap—>1(Ind - 1} = ApPai—>r[ApPai—>n — 1];
ApPai—>n-——;
*Diminuiu = ApPai—>n < m;
} /* Antecessor ¥/

void Ret(TipoChave Ch, Apontador *Ap, int *Diminuiu)

int Ind, j;
Apontador WITH,;

if (*Ap == NULL) {
printf("Erro: registro nfo est4 na arvore\n");
*Diminuiu = 0;
return;

} .
WITH = *Ap;
Ind = 1;
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while (Ind < WITH->n && Ch > WITH->r[Ind — 1].Chave)
Ind++;
if (Ch == WITH->1[Ind - 1].Chave) {
if (WITH->p[Ind — 1] == NULL) { /* Pdgina folka */
WITH->n—-;
*Diminuiu = WITH->n < m;
for (j = Ind; j <= WITH->n; j++) {
WITH->1j — 1) = WITH->1[j];
WITH->pfj] = WITH—>pj + 1;

return;

}
Antecessor(*Ap, Ind, WITH->p[Ind — 1}, Diminuiu);
if (*Diminuiu)
Reconstitui( WITH->p[Ind — 1], *Ap, Ind — 1, Diminuiu);
return;

}
if (Ch > WITH->r[Ind — 1]).Chave)

Ind++;
Ret(Ch, &WITH->p[Ind — 1], Diminuiu);
if (*Diminuiu)
Reconstitui(WITH~>p[Ind — 1], *Ap, Ind — 1, Diminuiu);
} /* Ret ¥/ '

¥oid Retira(TipoChave Ch, Apontador *Ap)

int Diminuiu;
Apontador Aux;

Ret(Ch, Ap, &Diminuiu);

if (Diminuiu && (*Ap)—>n == 0) { /* Arvore diminui na altura */
Aux = *Ap;
*Ap = Aux—>p[0];
free(Aux);

|
} /* Retira ¥/

Programa E.9: Funcdo Retira

typedef struct {

TipoChave Chave;

/¥ — outros componentes — */
} Registro;

typedef enum {
Interna, Externa
} PaginaTipo;
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typedef struct Pagina str *Apontador;

typedef struct Pégina str {
PaginaTipo Pt;
union {

int n;
TipoChave r[mm];
Apontador p[mm + 1J;
’
struct {
int n;
Registro r[mm2];
Ul;
} UU;
} Péagina;

typedef Apontador TipoDicionério;

Programa E.10: Estrutura do diciondrio para irvore B*

void Pesquisa(Registro *x, Apontador *Ap)

int i;
Apontador WITH;

if ((*Ap)—>Pt == Interna) {
WITH = *Ap;
i=1;
while (i < WITH->UU.Ul.n &&
x—>Chave > WITH->UU.ULx[i — 1}) i++;
if (x—>Chave < WITH->UU.Ul.r[i — 1))
Pesquisa(x, &WITH->UU.U0.p[i — 1]);
else
Pesquisa(x, &WITH~>UU.U0.p[i});
return;

}
WITH = *Ap;
i=1;
while ((i < WITH->UU.Ul.n &&
x—>Chave) > WITH->UU.Ul.r[i — 1}.Chave) i++;
if (x—>Chave == WITH->UU.Ul.r[i — 1].Chave)
*x = WITH->UU.Ul.ri — 1;
else
printf(*Registro nfo esta presente na arvore\n");

}

Programa E.11: Fungio para pesquisar na drvore B*
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Caracteres ASCI1I
Dec Car | Dec Car | Dec Car | Dec Car | Dec
- 32 51 3 70 F 89 Y 108
33 ! 52 4 71 G | 90 Z | 109
34 ” 53 5 72 H 91 | 110
3% # 54 6 73 I 92 \ | 111
36 $ 55 7 74 J 93 ] 112
37 % | 56 8 75 K 94 : 113
38 & 57 9 76 L 95 - 114
39 ’ 58 : 77 M 96 ¢ 115
40 ( 59 ; 78 N 97 a | 116
41 ) 60 < 79 0 98 b 117
42 * 61 = 80 P 99 c 118
43 + 62 > 81 Q 100 d 119
44 , 63 ? 82 R 101 e 120
45 - 64 @ 83 S 102 f |121
46 . 65 A | 84 T 103 g | 122
47 / 66 B 85 U 104 h 123
48 0 67 C 86 V [105 i 124
49 1 68 D 87 W {106 j 125
50 2 69 E 8 X 1107 k | 126
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